Theoretische Physik IV: Statistische Physik
(Vorlesung Prof. Dr. J. Timmer, WS 2017/18)

Aufgabenzettel Nr. 5
Abgabe am Freitag, den 17.11.17 nach der Vorlesung. Bitte mehrere Blitter zusammentackern und
mit Gruppennummer, Name des Tutors und Threm Namen deutlich lesbar beschriften.

Aufgabe 1: Zustandsgleichungen (4 Pkt.)

i.) Zeigen Sie, dass fiir ein Material mit volumenunabhéngiger innerer Energie, d.h. (g—g)T =0,

folgende thermische Zustandsgleichung gilt:
Hinweis: Benutzen Sie (93 :(@> . (2 Pkt.
inweis: Benutzen Sie (av)T ar ), ( )

ii.) Fiir ein Photonengas in einem Hohlraum mit Volumen V' gilt:

U(T,v) _u()
—y = w(T), p(T,V)= —3

Welche T-Abhingigkeit ergibt sich fiir die Energiedichte u(T)? (2 Pkt.)

Aufgabe 2: Massenwirkungsgesetz (4 Pkt.)

Im Folgenden sollen chemische Reaktionen im thermodynamischen Gleichgewicht betrachtet werden.
Eine allgemeine Formulierung der Reaktionsgleichungen mit n verschiedenen Stoffen A; ist durch

iViAi =0

gegeben.
i.) Was sind die v;? Geben Sie diese fiir die Reaktionsgleichung O + 2Hy = 2H50 an. (1 Pkt.)
ii.) Im Gleichgewicht gilt . p;dN; = 0. Zeigen Sie, dass daraus folgt: Y. p;v; = 0. (1 Pkt.)

iii.) In der Vorlesung wurde das chemische Potential des idealen Gases hergeleitet (siehe Abschnitt 4.6).
Zeigen Sie, dass sich dieses als u = kT log(g) + x(T') mit einer nur von 7" abhéngigen Funktion
x schreiben ldsst. Leiten Sie daraus das Massenwirkungsgesetz

Hc;’i — o~ vixi(T) = K(T)

her, wobei ¢; = ]‘\; die Konzentration des Stoffs A; ist. (2 Pkt.)

Aufgabe 3: Gummiband (6 Pkt.)

Unter der Spannung ¢ eines Gummibandes versteht man die zur (extensiven) Ausdehnung x konju-
gierte (intensive) Grofe, d.h. t = (%—g) - Fr ein konkretes Gummiband sei die Spannung ¢ bei einer

Temperatur 7' und Ausdehnung = durch

l2
t=AT (L0
lo $2
gegeben. Hierbei bezeichnet A eine Konstante und [y sei die Lénge des ungedehnten Bandes. Fiir
x = lp nehme die Wirmekapazitit ¢, (T, x) den Wert ¢q an.
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i.) Bestimmen Sie (%)T, (%C;)T, ¢(T,x) und die innere Energie U(T,z) als Funktionen von T
und z. Hinweis: Vergleichen Sie die Differentiale dU und dS von U(T,z) und der Entropie

S(T, x) und machen Sie sich die Symmetrie zweiter Ableitungen zunutze. (4 Pkt.)

ii.) Das Band werde adiabatisch von ly nach = > Iy gedehnt. Die Anfangstemperatur sei Ty. Wie
hoch ist die Endtemperatur und wie grofl ist die benotigte Arbeit? (2 Pkt.)

Aufgabe 4: Legendre-Transformation (6 Pkt.)

Sei U C R™ offen und konvex und sei f : U — R eine strikt konvexe glatte Funktion, u.a. ist
2
die Matrix ( a;?- aij> damit positiv definit an allen Punkten = € U. Sei weiterhin z — V f(z) die

Gradientenabbildung und V' = (Vf)(U) C R"™ deren Bild.

i.) Zeigen Sie, dass die Funktion F(z,p) = (x,p) — f(x) fiir gegebenes p € V ein eindeutiges
Maximum z(p) hat. Hinweis: Hierbei kénnte die Abschiitzung

die fiir alle p € V und alle z # y aus U gilt, helfen. (2 Pkt.)

Die Legendre-Transformierte von f, f : V' = R, ist nun dadurch gegeben, dass die Funktion F(z,p)
jeweils am Maximum z(p) ausgewertet wird, d.h.

fp) = (p,z(p)) — f(z(p)).

ii.) Zeigen Sie die Young’sche Ungleichung

f(@) + f(p) = (z,p).
Wann gilt das Gleichheitszeichen? (2 Pkt.)
iii.) Die Legendre-Transformierte ist selbst wieder strikt konvex. Zeigen Sie, dass ; = f gilt. (1 Pkt.)
iv.) Berechnen Sie die Legendre-Transformation der folgenden Funktionen

(a) f(z)=32?firzeR

(b) f(z)=La* firz € Rt und o > 1
Welche (bekannten) Ungleichungen ergeben sich in diesen Beispielen aus der Young’schen Un-

gleichung? (1 Pkt.)

Miinsteraufgabe

Warum ist der Miinsterturm unten vier- und oben achteckig?
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