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1 Einleitung

Technicalities:

Welche Semester 7
Skript, Ubungsanmeldung und Kommunikation iiber homepage

Skript ist diinn, ersetzt nicht das Studium von Lehrbiichern !

Hierarchie

— Vorlesung: Konzepte
— Biicher: Konzepte und Details

— Ubungen rechnen: Versténdnis
Was schon in der Experimental-Physik gehort 7
Inhaltsverzeichnis
Wenn etwas unklar: Fragen !
Kurzklausuren

Miinsteraufgaben, Miinsterfithrung

Literatur:

W. Greiner, L. Neise, H. Stocker. Thermodynamik und Statistische Mechanik

Englische Version liegt kostenfrei auf dem Netz

T. Fliefbach. Statistische Physik

J. Honerkamp. Statistical Physics

W. Nolting. Theoretische Physik 6. Statistische Physik
F. Schwabl. Statistische Mechanik

Unterschiede der Biicher:

Verhiltnis Text zu Gleichungen

Systematik der Trennung zwischen Thermodynamik und Statistischer Physik

Diese Vorlesung: Fast komplette Trennung



Was bisher geschah:

o Klassische Mechanik

Newton: F=ma, zB. F= _Gm;mg r
r
d 0 0
Lagrange: %a—L(q q) — 8qL(q ,q) =0
Hamilton: ] = 2H( ), p= —QH( )
e Elektrodynamik
Maxwell’sche Gleichungen
1 0 8
VE=—p, VB=0, VXE=—-——B, VXB=puyj+ €=
€ 6 8t
Ergeben z.B.:
1 02 0?
="
c Ot? Ox?

e Quantenmechanik

Schrodinger-Gleichung
h* 0?
(L,
m Ox?

Das sind alles deterministische Bewegungsgleichungen. Machen die Physik quanti-
tativ und pradiktiv.

And now for something completely different ...

e In der Statistischen Physik werden keine Bewegungsgleichungen, z.B. fiir die
Wiérme, abgeleitet

e Stattdessen: Verstdndnis des kollektiven Verhaltens vieler Teilchen

Beispiele:

e Neue Begriffe wie Temperatur



o Wirkungsgrad von Warmemaschinen
e Eis, Wasser, Gas: Phaseniibergéinge
e Fermionische und bosonische Systeme

Statistische Physik besteht aus

e Thermodynamik, allerdings nicht sehr dynamisch
e Statistische Mechanik
e Nicht-Gleichgewichtssysteme

e Stochastische Prozesse
Thermodynamik und Statistische Mechanik

e Gleichgewichtszustdnde

Anzahl Teilchen makroskopischer Systeme ist in der GréRenordnung 10%

Orte und Impulse definieren Mikrozustand

Mikroskopische Dynamik ist chaotisch, i.e. nicht periodisch.
Frage: Chaos klar ?

Detailierte Losung der Bewegungsgleichungen hoffungslos ...

... und auch sinnlos, Anspielung auf Human Brain Project

Beobachtung: Makrozustand beschreibbar durch wenige Zustandsvariablen wie
Volumen, Druck, Temperatur, Energie

Thermodynamik:
e Theorie von Makrosystemen
e Beschreibt Abhéngigkeiten der Zustandsvariablen

e Beschreibt mogliche Zustandsdnderungen



e Partiell pradiktiv, partiell beschreibend
Statistische Mechanik:
e Stellt Zusammenhang zwischen Mikro- und Makrozustdnden her

e Leitet makroskopische FEigenschaften aus mikroskopischen Eigenschaf-
ten/Wechselwirkungen ab, Anspielung auf emergentes Verhalten

e Pridiktiv, obwohl statistisch

Bonbon: Es wird sich zeigen, dass es eine konsistente konsequent klassische Statisti-
sche Mechanik nicht geben kann, essentiell quantenmechanisch

Stichworte
e Gibbs’sches Paradoxon
e Spezifische Warme grofser Molekiile
e Normierung der Zustandssumme

e Planck’sches Strahlungsgesetz



Teil I
Thermodynamik

2 Thermodynamische Systeme

Thermodynamisches System:

Eine

Menge von Materie - Gase, Fluide, Festkorper - deren physikalischen Ei-

genschaften eindeutig und vollstdndig durch Angabe bestimmter makroskopischer
Variablen beschrieben werden kann.

Ein thermodynamisches System heifst

abgeschlossen oder isoliert, wenn es nichts mit Umwelt austauscht.

Gesamtenergie, Teilchenzahl und Volumen sind erhalten und damit zur Be-
schreibung des Systems geeignet.

Beispiel: Perfekte Thermoskanne

geschlossen, wenn es keine Materie mit Umwelt austauscht.
Energieaustausch ist erlaubt. Temperatur wird wichtige Grosse

Beispiel: Milchtiite

offen, sonst. Austausch von Energie und Teilchen erlaubt.

Chemisches Potential wird wichtige Grofse
homogen, wenn es in allen Bereichen gleich ist

inhomogen, wenn es verschiedene Phasen aufweist

Beispiel: fliissige und gasformige Phase

Workhorse der Thermodynamik: Das ideale Gas

Zustandsgrofsen sind makroskopische Variablen, die den Zustand des Systems cha-

rakterisieren.
Beispiele: Volumen, Energie, Entropie, Temperatur, Druck

Sie sind wegunabhingig, hingen nicht davon ab, wie das System in seinen
Zustand gekommen ist



e extensiv: proportional zur Systemgroise

Beispiele: Volumen, Energie

e intensiv: unabhingig von Systemgroise

Beispiele: Temperatur, Druck

Thermodynamische Zustandsgleichungen

stellen Beziehungen zwischen Zustandsgrofen dar

werden in der Thermodynamik meist empirisch bestimmt

haben eingeschréankten Giiltigkeitsbereich

Systematische Ableitung in der Statistischen Mechanik

Thermodynamischer Limes:

N
N — o0, V — o0, v:p: const.

Thermodynamisches Gleichgewicht:

e Die (makroskopischen) Zustandsgrofen andern sich nicht.

e Die Mikrozustiande natiirlich dauernd.

3 Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

3.1 Thermodynamische Zustandsgleichungen

Thermische Zustandsgleichung setzt p, V', T' und N in Beziehung

e Beispiel: Ideales Gas

— Boyle (1664) und Mariotte (1676): pV' = const. fir 7' = const.

— Gay-Lussac: (1802): ¥ = const. fiir p = const.

10



Zusammen, siche Ubung:

%
p? = const. o« N, da extensiv

ergibt Gasgleichung:

pV = NET oder p=pkT

mit Boltzmann-Konstante

J
E=138-1072=
3810 e

Gilt fiir geringe Driicke, geringe Dichte, hohe Temperaturen und im thermody-
namischen Limes

Beispiel: Reales Gas

Ideales Gas vernachlassigt:

— Eigenvolumen b der Teilchen

V-V -Nb

Kleiner Effekt

— Attraktive Wechselwirkung der Teilchen bewirkt Druckminderung pyinnen

Proportional zur quadrierten Dichte : (%)2

N 2
Dideal = Preal t Dbinnen, P —> P+ <7> a

Relevanter Effekt
— Ergibt van der Waals Gleichung (1873), sieche Ubung

<p+ <g)2a> (V — Nb) = NkT

Systematische Herleitung in Kap. 13.1.1

11



Kalorische Zustandsgleichung: Eine Energiegleichung

Betrachte Ideales Gas in abgeschlossenem System:

e Im thermischen Gleichgewicht dndern sich die Geschwindigkeiten der Teilchen
standig

e Aber im Mittel werden immer gleich viele Teilchen in einem Geschwindigkeits-
kubus d®v vorliegen

e Geschwindigkeits-Verteilung f(¢) dndert sich nicht
Es gilt ffooo f(¥)d*v = 1 und Anzahl dN von Teilchen im Kubus dv

dN = N f(0)d*v

e Druck entsteht durch Impulsiibertrag bei Reflexion an Wéanden

Sei x—Achse senkrecht zu Wand-Flachenelement O, Impulsiibertrag: 2muv,

e Frage: Wieviele Teilchen mit Geschwindigkeit ¢ treffen in dt auf O ?

vedt

m——
_—
-I-'----—-
-~
————"
——" —
—— ==
——

Anzahl der Teilchen in Parallelepiped

dN = N%f(ﬁ)d?’v

mit dV/V Bruchteil des Volumens des Epipeds vom Gesamtvolumen mit dV =
Owv,dt

12



Damit Kraftstols dFp auf Flache O

dt
dFodt = 2muv,dN = 2va§f(17)d3v07

"Kiirze” dt und sammele alle Teilchen mit positiver Geschwindigkeit v, auf:

1 N [ > =

Beachte: f(¥) kann nicht von Richtung von ¢ abhéngen, nur von |7]

(o) 1 o0
/ dvm...:—/ du, ...
0 2 —00

Folge:

Damit

pV = mN/ d*vf(v)v?

Integral: Mittlere quadradratische Geschwindigkeit senkrecht zur Flache

Wegen Isotropie
| dor@e = = = )

Erwartungswert klar ?

Wegen
0? =0l + v + vl
gilt
(02) = 3 ()
x 3
und

1 2
pV =mN 5(772) = §N (€kin), (€rin) : mittlere kinetische Energie eines Teilchens

13



e Mit pV = NkT und E = N({eg;y,) erhalten wir

E = gNkT

e Beachte: f(¥) muss nicht bekannt sein

e Schonere Herleitung in Kap. 9.4

3.2 Mathematisches Vorspiel

e Erinnere Taylorentwicklung
f(z) = f(@o) + f'(wo) (@ — w) + ...

Taylor-Entwicklung 1. Ordnung

— giiltig fiir kleine Ax = & — x
— Af = f(zo+ Az) = f(20) = f'(z0) Az
— beste lineare Naherung

— Infinitesimal: df = f'(z)dx

e Mehr-dimensionaler Fall

Af(z,y) = flzo+ Az, yo+ Ay) — f(x0, y0)

_of of

Yy x

Beschreibt Tangentialebene

e Definition: Das totale (oder vollstandige oder exakte) Differential einer diffe-
renzierbaren Funktion ist

N
of
df =) o, dz;
=1

14



Erinnere 1. Semester

Kurvenintegration
;= e =@, 7= ()
_of of
af = %dx—f—a—ydy
= Vf-d7
mit

- 9 dx
V=| 29 d d¥ =
(§> e (dy)

Fiir vollstdndiges Differential

gilt
F(&) = V(@)
f ist Stammfunktion von F

Wegintegral iiber F héngt nur von Anfangs- und Endpunkt ab, aber nicht vom
Integrationsweg.

Beispiel: Arbeit W aaneilchen entlang einer Kurve C' von #; nach 75 in kon-
servativem Kraftfeld F'(Z¥) mit Potential V(&)

W= /CF(f) AT = _/CVV(f) -di = =V (7)) + V(1)

15



o Test auf Exaktheit:

Sei f(x,y) zweimal differenzierbare Funktion mit

0 0 F, d S o
df(x,y):a—idx—ka—]ytdy:(Fy)-(d;j):F-dx

Es gilt der Satz von Schwarz

*f  Of
oxdy  Oydx
oder
or, _ o,
or Oy

Damit: Drehe es herum. Gehe von beliebigem Differential und damit F(7) aus
und teste, ob es exakt ist.

e Beispiele:

— In 1-D ist jedes Differential trivial exakt
— Betrachte

F - d7 = ydr + zdy

Dann gilt

16



OF, OF,

—2 =1-1=0
dy Ox
und das Differential ist exakt
— Betrachte
F.dZ = yrdr + 2* dy
Es folgt
0F, O0F,
——2 = —2r=— 0
dy ox ¢ z7
und das Differential ist nicht exakt.
e Nicht-exakte Differentiale:
— Wegintegral hangt vom Weg ab
— werden mit 0 f bezeichnet
e In drei Dimensionen
F, dx
df = F, |- | dy | =F-dz
F, dz

rotF =0 = df ist vollstandiges Differential

e Integrierender Faktor

— Trick, aus einem nicht-exakten Differential ein exaktes zu machen

— Betrachte zweites Beispiel und ergénze %

1
- (yx dw + dy)
— Es folgt

OF, 0F,

oy ox 0

ein exaktes Differential.
- % ist der integrierende Faktor fiir nicht exaktes Differential yz dx + 22 dy
— Siehe Ubung

17



3.3 Innere Energie und Temperatur, 0. Hauptsatz

Ein isoliertes System erhélt die Gesamtenergie.
Diese innere Energie U ist

e die Summe aller Energien

e cine Zustandsgrofke

e extensiv

e im allgemeinen in Bezug auf ihre Anderung interessant

Beispiel: Ideales Gas

U= gNkT, mit Boltzmann-Konstante £ = 1.38 - 10_23%

e Der 0. Hauptsatz: Es gibt eine intensive Zustandsvariable Temperatur 7', so
dass sich Systeme genau dann miteinander im thermischen Gleichgewicht be-
finden, wenn sie den selben Wert von T aufweisen.

e Bei einem isolierten System ist die innere Energie identisch mit der aus Me-
chanik und Elektrodynamik bekannten Gesamtenergie.

e Fiir nicht-isolierte Systeme kommt noch Arbeit und/oder Wérmeaustausch hin
Zu.

3.4 Arbeit

e Die innere Energie U ist im isolierten System erhalten.

e U éndert sich aber bei Interaktion mit Umgebung.

Betrachte Kolben, der mit Kraft ﬁa auf System driickt

18



s

.

Im Gleichgewicht: F’:l = —F;-
Verschiebe Kolben um ds

oW =F,-ds= —F, -ds

Vorzeichenkonvention:

— System leistet Arbeit, Energie wird abgefiihrt: 6WW < 0

— Am System wird Arbeit geleistet, Energie wird zugefiithrt: 6W > 0
Da F,||d5 und dV = Ads, folgt

F;
—Ads = pdV

F, - d3
ST

und somit:

OW = —pdV, beachte: dV < 0

Beachte: Die Arbeit ist keine Zustandsgrofe

Beispiel: Kompression eines Gases
Vi—=V, Vo<W

AW = — / v

Vi
Proof by examples:

19



e [sotherme Kompression

N = const., T = const.

Mit
pV = NEKT
NEkT
Vy = ——
p(V) v
Vo
AW = —/ —NdeV
w Vv

PA

5
/
- \

e Isobare Kompression

N = const., p=py= const.

%
AW = —/ podV = —po(Vs — V)
%1

20



PA

5

=
\

<

e Ergo: AW héngt vom Vorgehen ab.
Es gilt:
e Die Groke X ist genau dann eine Zustandsgrofse, wenn sie ein vollstandiges

Differential dX besitzt.
1. week

Weitere Beispiele fiir Arbeit

e Anderung der elektrischen Ladung ¢ im elektrischen Potential ¢

oW = ¢dq

Widerstand des Systems gegen Zufiihrung weiterer Ladung analog zu Druck
als Widerstand gegen Kompression

e Anderung der Teilchenzahl N, mit chemischem Potential x

oW = pdN

Widerstand gegen Zufithrung von weiteren Teilchen

e JIV ist immer ein Produkt aus einer intensiven und einer extensiven Zustands-
grofse, Energie-konjugierte Variablen

e Alle Arten von Arbeit kénnen (im Prinzip) ineinander {iberfiihrt werden

21



Integrierender Faktor revisited:

3.9

OW kein exaktes Differential

oW = —pdV
1/p ist integrierender Faktor
1
dV = —=6W
p

Warme

Antoine Laurent de Lavoisier (1787) Kalorische Theorie: Wirme als Substanz

Ein weiteres Element, nicht zu erzeugen, nicht zu vernichten
Unsichtbar

Gewichtslos

Selbstabstofend, darum gleichen sich Temperaturunterschiede aus

Lockerung der Molekiile durch Ansammlung der kalorischen Substanz fiihrt
zum Schmelzen /Verdampfen

Widerlegung der Theorie: Sir Benjamin Thompson, Graf Rumford (1789) Ge-
genbeispiel: Reibung (beim Bohren von Kanonen)

Mayer (1845):
Wirme ist eine Form der Energie(dnderung), keine Zustandsgrofe.

Definition:
0@ ist die Warmemenge, die eine Temperaturdnderung einer Substanz von d7" bewirkt

5Q = C(T)dT

mit C, der totalen Warmekapazitat der erwarmten Substanz

C ist extensive Grofe, da 0@) extensiv und d71' intensiv

22




e Zur Charakterisierung einer Substanz besser intensive Grofe:

c=— spezifische Warme(kapazitét)

oder
N
oy = WAC’ molare spezifische Wérme(kapazitét)

mit Avogadro-Konstante Ny ~ 6 - 10?3 die Anzahl der Teilchen pro Mol (12 g
C12)
Cy und C,

e Wirmekapazitét hingt von Prozessfiihrung ab, p = konstant (C,) oder V =
konstant (Cy)

e Allgemeinen gilt C}, > Cy, da bei p = const. auch Volumenausdehnungsarbeit
geleistet werden muss

e Betrachte ideales Gas bei V' = const. und Temperaturdanderung d7T’

dU = 6Q = dQ = CydT

Dann gilt
oU
Co = [ =—=
' (aT)V
Ideales Gas:
U = gNkT
oU 3
Cy = [ = = —Nk
v (8T>V 2
Cvy 3
Cy = W—ék’

23



3.6 Der 1. Hauptsatz

Ein System, das mit Umgebung Arbeit 6WW und Wirme 0¢) austauscht, veréandert
seine innere Energie U nach

dU = W +0Q
Vorzeichenkonvention:
e 0() > 0 : dem System zugefithrte Wéarme
e 0() <0 : vom System abgegebene Wirme
e O > 0 : dem System zugefiihrte Arbeit
e 0 < 0 : vom System abgegebene Arbeit

Beachte:

Energieerhaltung

e Innere Energie U ist eine Zustandsgrofe

e dU damit ein vollstandiges Differential

e )W und 4@) im allgemeinen pfadabhéngig, keine vollstandigen Differentiale

e Erinnere kalorische Theorie: U ist global erhalten, aber keine Substanz, sondern
eine Eigenschaft der Materie

e Interpretation: Es gibt kein Perpetuum mobile (sich stidndig Bewegendes)
1. Art, d.h. keine Maschine, die nichts anderes macht als Arbeit zu leisten

e Seit 1775: Franzosische Akademie der Wissenschaften nimmt keine Vorschlage
mehr an

Anwendung:
Betrachte Zustandsgleichung des idealen Gases

pV = NkT
e Im folgenden N konstant.
e 3 Variablen: p, V und T

Hélt man jeweils eine konstant, ergeben sich drei mogliche Prozesse.

24



e 4. Prozess: Adiabatischer Prozess mit 6(Q=0

Ausgangspunkt: 1. Hauptsatz mit U(V,T)

oU oU
= (= ) ar
aU (av)TdV+<aT)Vd

Betrachte ideales Gas

3
= —NkT
u 2
Cy = gNk
pV = NEKT

e V =1} = konstant. Isochore Zustandsdnderung

Experiment: Erhitzen von Gas in geschlossenem Gefafs von 77 nach T,

A
(Vo, 1, T1) _C>2 (Vo, p2, T2)
In Abhéngigkeit von Anderung von T

dU = 60 —pdV =60 =dQ = CydT
=0
T>
AU = Uy—Ui= [ CydT =Cy(Ty —T)) = AQ
T

In Abhéngigkeit von Anderung von p
; i Vi .
Mit T; = B2 folgt:

CvVo
A =
v Nk

(p2 — 1)

Merke :
AU = AQ = Cy(T, — TY)

e p = pg = konstant. [sobare Zustandsdnderung

AQ, AW
(‘/17p07T1> Q_> (‘/27p07T2)

25



Experiment: Gefiaft mit flexibler masseloser Abdeckung unter Luftdruck

dU = 6Q + oW

Vo
AW = —/ podV = —po(Va — V1)

1
— Beachte: 0Q) = C'y dT nicht anwendbar, da p = const.
— Fiir ideales Gas: U = %N kT, unabhéangig vom Volumen
— Damit gilt allgemein

ou
dU = (8_T)VdT = CydT

Gilt auch fiur adiabatische Prozesse.

— Damit
" Cypo
AU= [ OvdT =Cyv(T, -Th) = (Vo = 1)
T Nk
Damit Warmeanderung;:
Cy
AQ =AU~ AW =po (X 41) (v, - W)
Nk
Mit NET.
V; _ 7
Po
folgt
AQ = (Cy + Nk)(Ty — Ty)
Merke:

— AQ ist wegen Ausdehnungarbeit im isobaren Fall grofer als in isochoren,
Gl (1).
— Fiir ideales Gas gilt, Beweis folgt:

5
Cy=Cy + Nk = SNk

26



e ' =Ty = konstant. Isotherme Zustandsédnderung

AQ, AW
(Vi,p1,To) ©f (Va, p2, Tp)

Experiment: Expansion in Gefaf im Warmebad

U

AW

AQ

3
§N]{?TQ —dU =0

Vs vy v
_/ p(V)dV = _NkTO/ LA —NkTjlog <—2) = NET,log (]2>
Vi Vi |4 ‘/1 P

—AW = NkT,log (%)

1

e 0()=0. Adiabatischer Prozess, kein Warmeaustausch

Experiment: Isoliertes Gefafs

Mit

folgt:

(‘/172917 Tl) A_V[)/ (‘/Zap% T2)

dU = W+ 6Q =0W =dW
=0

dU = CydT
NET

Cy Nk
Var = -4
T vV

T2 qr Va qv
-~ = _Nk -
Cv /T T /V v
T\ Vs
Cy log (ﬁ) = —Nklog (VI)

o (L) & (W)
-\ T\

Entsprechend, mit Hilfe der Gasgleichung: Die Adiabaten-Gleichungen:
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(§)5/2:}2 Zﬂ:(E)f)/i%
T n p \V

pV-Adiabaten (Isentropen) verlaufen steiler als Isothermen: pV*/3 = const.

Lessons learned

e Fir ideales Gas gilt:
3 3
pV = NET, U:§NkT, CV:§N/€

e Wirme ist kein Stoff

Warme und Arbeit sind keine exakten Differentiale

Innere Energie ist exaktes Differential

Adiabaten verlaufen steiler als Isothermen

Die d-Zoologie!: 9, d, §, A
e O: partielle Ableitung

d _Of oy
%f(?/(x)) = oy or

o d: exaktes Differential

0 0
df (z,y) = a—idw + a—idy

mit
of _ of
oxdy  Oydx

e J: nicht exaktes Differential

6f(z,y) = g(x,y)dx + h(x,y)dy

! Auch als Deologie bezeichnet
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mit

oy , o
dy "~ Ox
e A: Endliche Anderung
Va
AW = dv....
\%1

4 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik
Extremalprinzipien in der Physik:

e Klassische Mechanik: Minimierung der Wirkung, Hamilton’sches Prinzip,
Euler-Lagrange Gleichungen

Optik: Fermat’sches Prinzip: Kiirzeste optische Wegléange

Dissipatives mechanisches System: Minimierung der Energie

Globales 7als ob” vs. lokales "what’s next”

Was ist Extremalprinzip fiir Ausdehnung eines Gases ?

Beachte: Fiir ideales Gas éndert sich hierbei die innere Energie nicht

e Allgemein: Gibt es ein Extremalprinzip, das fiir die Einstellung eines Gleich-
gewichtes "verantwortlich” ist 7
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4.1 Reversible und irreversible Prozesse

e Beobachtung: Im isoliertem System laufen Zustandsdnderungen "von selbst”
“spontan” ab, bis Gleichgewichtszustand erreicht ist. Diese Art von Anderungen
sind irreversibel, d.h. kehren sich von selbst nicht um.

Beispiele:

— Aus der Thermodynamik:

x Ausdehnung eines Gases von kleinem in grosses Volumen

x Temperaturausgleich

— Aus der Mechanik: Pendel mit Reibung

Spontane Umkehrung ist nie beobachtet wurden. Ist aber energetisch (1. Haupt-
satz) moglich

e Kigenschaften von irreversiblen thermodynamischen Prozessen:

— Irreversible Prozesse laufen iiber Nichtgleichgewichtszusténde ab

— Zustandsgrofen, z.B. p, haben wahrend des Prozesses keine definierten
Werte. Es gibt rdumliche Inhomogenitéaten

— Reales Gas: Turbulenz kann entstehen, die am Ende Warme produziert.

— Klar machen an Ausdehnung von kleinem in grosses Volumen

e Reversible Prozesse laufen iiber Gleichgewichtszustéande

— Idealisierung: Ist System im Gleichgewicht, passiert nix

— Zustandsgrofsen haben zu jedem Zeitpunkt definierte Werte.

30



— Totale Anderung der Zustandsgrofen kann iiber Integration bestimmt
werden.

e Realistische Naherung: Quasi-reversible Prozesse

— Infinitesimale, langsame quasi-statische Anderung der Zustandsgrofen

— "Langsam” Anderung langsamer als Relaxationszeit des Systems

VA VA VA

Beispiel: Isotherme Expansion
Irreversible Prozessfithrung (Graphik ist suboptimal, bessere Graphik in Vorlesung)
e Abrupte Wegnahme des Gewichtes, zur Seite stellen

e Gas dehnt sich (turbulend) auf Volumen V5, aus (minimalstes Restgewicht)

p27‘/2
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e Es wird keine Arbeit geleistet, dW = 0.

e Prozess irreversibel, da zur Seite gelegtes Gewicht nicht nach oben hiipfen kann
Reversible Prozessfithrung

e Verkleinere Masse schrittweise um dM und hebe Massestiicke an entsprechen-
der Hohe auf

e Mache dies so langsam, dass System stets im (Quasi-)Gleichgewicht bleibt

— E——

b2, V2

e System leistet Arbeit

V2 V2
AW:—/ pdV:—NkT/ d—V:—Nleog(E>

Vi V ‘/1

Vi
e Prozess reversibel, da man Massenstiicke dM sukzessive wieder auflegen kann.
Der 1. Hauptsatz gilt unabhéngig von Prozessfiihrung

e Damit
AU = 5Wrev + 5Qrev = 6VVz'rr + 5Qirr

e Unter Beriicksichtigung des Vorzeichens, Kompression, Expansion

5VV717‘7‘
6@1’7“7“

6Wrev - —pdV

>
< 0Qrey = siehe Kap. 4.3

e Beachte: )W = —pdV gilt nur bei reversibler Prozessfiihrung

32



e Bei reversibler Prozessfilhrung wird am wenigsten Arbeit bendtigt, bzw. am
meisten verrichtet

e Beiirreversibler Prozessfithrung wird Teil der Arbeit in (Ab-)wéirme verwandelt

e Wieder einmal:
OW und 6@ héngen von der Prozessfithrung ab.

Sie konnen daher keine Zustandsgréfsen sein

Der 1. Hauptsatz reicht zur Beschreibung irreversibler Prozesse nicht aus, da
er sie nicht verbietet:
Es braucht weitere Zustandsgrofe

4.2 Carnot’scher Kreisprozess

Betrachte Kreisprozess

e Arbeitsmedium wird nach Reihe von Zustandsdnderungen wieder in Ausgangs-
zustand gebracht
v o

e Beispiel fiir Warmekraftmaschine

o Es gilt

Carnot’scher Kreisprozess (1824)

e Arbeitsmedium: Ideales Gas

e Besteht aus zwel isothermen und zweil adiabatischen Prozessen
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p A A adiabatisch

B

isotherm

Y

v
Die vier Prozesse:
e A — B: Isotherme Expansion, T =T,
dUsp = AUup=0
Ve VB
AQAB = —AWAB = / pdV = NkT;, log (—) >0
Va Va

System verrichtet Arbeit, AQ ap wird aus dem Warmebad aufgenommen.

e B — (' Adiabatische Expansion, AQgc =0

T [V 2/3
T, \Veo

System verrichtet Arbeit und kiihlt ab. Geleistete Arbeit wird der inneren
Energie entnommen

T

AUpc = AWpe = CydT = Cv(ﬂ — Th) <0

Th

e C — D: Isotherme Kompression , T'="T;, AUcp =0

Vi
AQcp = —AWep = NkTj log (—D) <0
Ve
Arbeit wird zugefiihrt, Warme ans Warmebad abgegeben
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e D — A: Adiabatische Kompression, AQp4 =0

E_ @ 2/3
T, \Va
AUDA = AWDA = Cv<Th — T'l) >0

Dem System wird Arbeit zugefiihrt

Energiebilanz:

4
AUsgtar = > AUsis1,,nes = Cv(T = Th) + Co(Ty = T) = 0
=1

Gliick gehabt ! :-)

Warme und Arbeit:

1%
AQaz = NkTylog <Vj) >0 (2)
1%
AQcp = NkT;log (%) <0 (3)
e Mit
TN _ Ve _Va
T Ve W
folgt
v
AC?total = Nk 1Og (VB) (Th — T}) >0 (4)
A

Wirme wird zugefiihrt

Und damit wegen AU =0

AVVtotal - _AQtotal <0
Arbeit wird verrichtet.

Eine Maschine, die Wéarme in Arbeit umwandelt !
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Aber wie gut ?

e Wirkungsgrad n: Der in Arbeit umgewandelte Teil der aufgenommenen Warme

y = | AWiotai _ AQap + AQcp o AQcp T, -
AQap AQap AQap T

Wirme kann nie vollstdndig in Arbeit umgewandelt werden.

e Ubung: Man kann zeigen: Im beliebigen Kreisprozess bildet Gl. (5) obere
Schranke fiir 7

e Beispiel Warmekraftwerk:

Ty, = 800K, T; = 300K

300K 5
ideal — l———==-%=60
Tlideal 800K 8 %

Nreal =~ 45%

4.3 Thermodynamische Definition der Entropie

e Gl (4): Wie zu erwarten: () im Carnot-Prozess keine Zustandsgrofe
e Aus Gl. (2, 3) folgt aber

A A
Qap i Qcp

=0
Th T

e Zerlege den Prozess in infinitesimal kleine Teilstiicke, so folgt:

5Qrev_
i

ist der integrierende Faktor, der aus dem nicht-exakten Differential 6Q),, ein
xaktes und damit eine Zustandsgrofse macht !

2 Nl

e Man kann zeigen:

— %Q ist fiir jeden reversiblen Kreisprozess ein exaktes Differential, Ubung ?
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— Ebenso fiir jeden reversiblen thermodynamischen Prozess

e Ergo: Es muss eine Zustandsvariable geben, die durch

5 e ZustandB 5 e
g = 29 g g / @
T ZustandA T

definiert ist
e Die Grofse S heifst Entropie, Clausius (1865)

— Kunstwort aus ev = in und 7porn = Verwandlung: Entropie

— "Da die Entropie ebenso wichtig ist, soll sie auch so dhnlich heissen wie
die Energie”
— "Wandlungspotential”, misst "Energieentwertung”

— Damit wird auch "Isentrope” bei adiabatischer Zustandsénderung klar

e Carnot-Maschine im S-T Diagramm

TA

nyY

e Fiir reversible Prozesse gilt

dS — 5@7‘6’[}

e S ist extensiv
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e Bei irreversibler Prozessfithrung gilt

5Qi7‘r < 5@7’61} =TdS

e In Kapitel 9 "Entropie revisited” werden wir einen komplett anderen - mi-
kroskopischen, statistischen - Zugang zur Entropie kennenlernen und mit dem
hiesigen - makroskopisch, thermodynamischen - zusammenfiihren

Entropie des idealen Gases in Abhangigkeit von 7" und V'

e Sei N = const.

e 1. Hauptsatz
AU =TdS — pdV

mit Zustandsgleichungen
3
U= §NI<:T, pV = NkT

e Damit 1. Hauptsatz aufgelost nach dS

3 dT %
— PNEZ L NES
dS 5 kT—i— k’v

Startend von Zustand (Tp, Vo) mit Entropie Sy, integriere auf

(&) ()

3 T Vv
S(T,V) — So(Ty, Vo) = =Nklog — + Nklog — = Nklog
2 Ty Vo

(6)

Ergebnis: Entropie nimmt mit 7" und V' zu

e Beachte: Nicht die komplette N-Abhéngigkeit, weil Term udN in 1. Hauptsatz
fehlte

e Betrachte (irreversible) freie Ausdehnung eines idealen Gases von kleinem in
grosses Volumen in geschlossenem System

— Thermisch isoliert: AQ =0
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4.4

— Volumenerhéhung: AV > 0

— Es wird keine Arbeit verrichtet: AW =0

— 1. Hauptsatz: AU = 0. Ideales Gas: U = U(T), damit AT =0
— Aber Entropiednderung

AS = S(T,Vi,N) = 8(T, Vy, N) = Nklog$ >0
0

— Erster Hinweis: Entropie auch jenseits von 662% wichtig

()" ()]

In Abhéngigkeit von (7', p)

S(T,p) — So(Th, po) = Nklog

Da Entropie extensiv muss gelten

) @) o

S(T,p) = Nk (SO(T()apO) + log

Details in der Statistischen Physik

Der 2. Hauptsatz
Clausius (1850)

Betrachte abgeschlossenes System, es gilt

5Qi7‘r < 5@7‘61} =TdS

Im Gleichgewicht:

5Q’iTT == 5@7‘@1} - 0 : dS — 0

Ergo: Die Entropie ist in einem abgeschlossenen System im Gleichgewicht ex-
tremal.

Minimum oder Maximum ?
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e Betrachte ein zusammengesetztes, insgesamt isoliertes System

A Ay

Ty #Tp
t < 0: Subsysteme seien isoliert

t > 0: Subsysteme gehen ins thermische Gleichgewicht

e Da
Uy + Upg = const. — dUy = —dUp

Mit

dUy = 6Q + W =dQ =TadSa
dUp = TpdSp

e Entropie ist extensiv:

B AU, dU

AS = dSy+dSp =5+
11

dS = dUp | =— — =

s = avn (77

Die Entropie ist nicht erhalten !

— Fir Tg > T4: Warme flieft von B nach A — dUg < 0 — dS > 0
— Fir T < T4: Warme fliefft von A nach B — dUg > 0 — dS > 0
— Ist Ty # Tp lauft spontaner Prozess ab und es gilt dS > 0
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— Ist Ty = Tp: Thermisches Gleichgewicht und dS = 0

2. Hauptsatz:
In einem abgeschlossenen System im thermischen Gleichgewicht gilt:

dS =0, S =mazximal

Fiir spontane Prozesse gilt:
ds >0

Entropie definiert iiber ein Extremalprinzip den Gleichgewichtszustand.

Alternative Formulierungen

e Clausius: "Es gibt keinen thermodynamischen Prozess, der ausschliefslich Wir-
me von einem kalterem in ein warmeres Reservoir iberfithrt. Es existiert keine
ideale Kéaltemaschine”

1>

(e, T, >T

Ty

Beweis:

— Da Gesamtsystem keine Arbeit leistet noch Wérme austauscht, kann es
als abgeschlossen betrachtet werden.

— Seil T, < T
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— Dann:

_ @ _0Q
dSl__Tl’ dSQ—T2
Damit 50 50 T T
_ _ T T Sl 72
dS = ClSl + dSQ = T T 5@ T, <0
Widerspruch

— Beachte: Warme vom warmeren zum kilteren Reservoir fliessen lassen
geht :-)

e Kelvin: "Es gibt keinen periodischen? thermodynamischen Prozess, der aus-
schliefflich Warme in Arbeit verwandelt. Es existiert keine ideale Warmekraft-
maschine”

oder

Planck: "Es gibt kein Perpetuum mobile 2. Art: Periodisch arbeitende Maschine,
die Warme zu 100 % in Arbeit umwandelt und speichert”

Bewelis:

- AQ ) AW ;
Waérme Maschine Speicher

e Nach einem Arbeitszyklus

AUy = AQ+AW =0
>0 <0

A(]tmfal = AQ + AW =0

1. Hauptsatz ist erfiillt
Betrachte 2. Hauptsatz

2periodisch ist wichtig, einzelne Prozesse kénnen das. Erinnere isotherme Expansion
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Nach einem Arbeitszyklus:

AStotal - AS’B + ASM + ASS >0

A
ASB - —TQ<0
ASy = 0
ASs = 0

:Astotal < 0

Widerspruch zum 2. Hauptsatz

+ Mit Entropie lautet der 1. Hauptsatz fiir reversible Zustandsdnderungen:

4.5

AU = 6Qrep + 0Wyep = TdS — pdV + udN + . ..

Analogie:
Entropie fiir Austausch von Warme entspricht Volumen bei Kompressionsarbeit
gegen Druck
"Wiarmewertigkeit”
Fiir Ty > T gilt
0Q _ 0@

dS1=—>—=d
Sl T1>T2 SQ

Wiérme bei hoherer Temperatur ist "mehr wert” als bei niedriger.

An Beispiel Sonne => Erde => Weltraum klarmachen
3. Halb-
woche

Fundamentalrelationen

Betrachte Kombination von 1. Hauptsatz mit Entropie-Definition fiir reversible
Prozesse

AU = 0Q ey, + OWye,y =TdS — pdV + pdN

Innere Energie U in Abhéngigkeit der extensiven Zustandsgrofen S, V, V.
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e SV, N werden als die natiirlichen Variablen der inneren Energie bezeichnet

oU oU oU
dU = | — d — d — dN
v (aS)V,N S*(@V)S,N V*(@N)V,S

ergeben sich die intensiven Zustandsgrofen

o Mit

oUu oUu ou
T(S,V,N) = (£~ SV.N)=— &L sv = (2Y
(S, V,N) <35)V,N’ p(S,V,N) (3V)S,N’ (S, V.N) (3N)v,s
(8)
e Die Kenntins von U(S,V,N) bestimmt das thermodynamische System kom-
plett
Daher wird

dU = TdS — pdV + pdN (9)

auch als Fundamentalrelation oder Gibbs’sche Fundamentalform bezeichnet.

Entropie-Darstellung

e Umstellen der Fundamentalrelation nach dS liefert Fundamentalrelation in der
Entropie-Darstellung

1
AS(U,V,N) = —dU + %dv - %dN (10)

a8 s a8
9= (50),, 7 (57) ™+ (39)

—_——— —_———
1T p/T —u/T

mit
T=TUV,N), p=pUV,N), p=uUV,N)
e U, V, N sind die natiirlichen Variablen der Entropie
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Zustandsgleichungen revisited

e Zustandsgleichungen: Relationen, die im Gleichgewicht zwischen den thermo-
dynamischen Variablen eines Systems bestehen

e Bestimmungsgleichungen der intensiven Zustandsvariablen Gl. (8) liefern
Zustandsgleichungen

e Beispiel: Ideales Gas

— Rechnung analog zu Gl. (6, 7) liefert fiir Entropie in den natiirlichen Va-

riablen U, V, N :
U\ /vy No\ 2
@) @) (&)

1 08 3 1 3
(aU)W 2 "0 2

S(U, V, N) = Nk (80((]07 %7 Ng) + lOg

— Damit

D (88) Nk
T\ ) VT

Variablentransformation

Gleichungen (9) und (10) gehen direkt auseinander hervor

Beachte: T', p, und p héngen nicht von denselben Variablen ab

Beispiel Temperatur

T(S,V,N) =: f(S,V,N) Energie-Darstellung
T(U,V,N) =: ¢g(U/V,N) Entropie-Darstellung

e Sei N = const.

Umrechnung 7'(S, V) in T'(U, V') per Variablentransformation
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o Start: T'(S,V)

4.6

oT oT
dT(S,V) = (%) ) s + (W) . dv

Fir S — U, betrachte S(U, V)

dS(U, V) = (%) dU + (%) A
1% U

Fingesetzt:
oT oS oS oT
ar(u,v) = (= Z) U+ (=) av|+ (=) av
G.V) (c%*)VKaU)V (aV)U } (aV>s
oT oS oT oS oT
- (%X(%)ﬂ“[(%X(W)ﬁ(@ﬁ
Ergo: f(S,V,N) # g(U,V,N)

Euler-Gleichung und Gibbs-Duhem-Relation

Extensive Variablen sind homogene Funktionen 1. Grades

Beispiel: Innere Energie

U(AS,A\V,AN) = \'U(S,V, N) (11)

Intensive Variablen sind homogene Funktionen 0. Grades, z.B. Temperatur

T(AS,\V,AN) = \°T(S,V, N)
Homogenitat hat weitreichende Folgen

Differentiation von Gl. (11) nach A ergibt:

oU 9(\S) U V)  aU OON)
d0NS) On . Ta0W) _ax . a0 o

iU(As, AV, AN) =

=U(S,V,N
dX (5, V. N)
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o Gilt V A, setze A = 1. Ergibt Euler-Gleichung

U=TS—pV + uN (12)

e Bedeutung: Fundamentalrelation kann trivial integriert werden, obwohl 7', p
und g Funktionen von S, V und N sind.

e Betrachte totales Differential der Euler-Gleichung:
AU = TdS+SdT—pdV =V dp+pudN+Ndp = TdS—pdV +pudN+SdT—V dp+Ndu

Vergleich mit 1. Hauptsatz:
dU =TdS — pdV + pdN

Es gilt die Gibbs-Duhem-Relation:

SdT — Vdp + Ndp =0 (13)

e Bedeutung: Die zu den extensiven Variablen Energie-konjugierten intensiven
Variablen konnen nicht unabhéngig sein.

e Anschauung:

Aus den drei extensiven Zustandsgrofen S, V, und N lassen sich nur zwei
intensive S/N und V/N ableiten.

Chemisches Potential des idealen Gases

e Gibbs-Duhem-Relation:

SdT — Vdp + Ndu = 0

oder

S(p,T)

V(p, T
du(p,T) = ———dT' + 2. 7)

N

dp

Mit GL. (7) und Gasgleichung folgt

(%) (2)

du(p,T) = — (So(To,po) + log
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e 4 ist Zustandsgrohe, Ubung ?, hat exaktes Differential, darf iiber beliebigen
Weg integriert werden

e Wihle Weg (i) isobar von Ty nach 7" und Weg (ii) isotherm von py nach p

P A

Y
!

T 5 T P d
H(0.T) = ol 7o)~ [ (sok+—klog (—))dﬂkT [
TO 2 TO Po p

Mit
/da:loga: =zxlogxr —x
folgt

5 T 5
MBT) = ol To) = sob(T = To) = SiTlog (1) + SH(T = 7o)+ AT 1og 2
2 TO 2 Po

T\"* Po D
= po(po, To) — kT log <ITO) E + k(T — Ty) (5 _ So)

Chemisches Potential hangt im wesentlichen von T ab, d.h. der mittleren
kinetischen Energie der Teilchen ab
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e Um neues Teilchen im Gleichgewicht bei Temperatur 7" und Druck p einem
idealen Gas hinzuzufiigen, muss unabhéngig der Anzahl bereits vorhandener
Teilchen, die Energie pu(p, T') aufgebracht werden.

Ubung: Massenwirkungsgesetz

Lessons learned
e Reversible und irreversible Prozesse

e Carnot’scher Kreisprozess funktioniert nur, weil Arbeit und Wérme keine ex-
akten Differentiale sind

e Entropie als exaktes Differential und Zustandsgrofse
e 2. Hauptsatz: dS > 0, im Gleichgewicht: S = maximal
e Fundamentalrelationen

e Zustandsgleichungen folgen aus Bestimmungsgleichungen der intensiven Va-
riablen

e Kuler-Gleichung und Gibbs-Durhem Relation

5 Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik
Auch als Nernst’sches Theorem (1918) bezeichnet.

e Vor der Hand Existenz eines absoluten Nullpunktes der Temperatur nicht klar.

e Frither Verdacht: Erinnere Gay-Lussac: (1802)

\% ..
ra = const. flir p = const.

Eingeschrankter Giiltigkeitsbereich 7

e Ergibt affine Beziehung, Celsius, Fahrenheit, Kelvin
V=a(T -0)
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b
]

VvV

e Er kann keine negativen Volumina geben: b = T,,,;, = 0° Kelvin
3. Hauptsatz

e Nernst: Fiir 7" — 0 gilt fiir isotherme Prozesse:

AS =0

e Spater von Planck verscharft:

T—-0=S5S—0

Impliziert Nernst’sche Formulierung

e Begriindung und Ausnahmen in der Statistischen Mechanik

Drei Implikationen:
Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes

e Es ist unmoglich, den absoluten Nullpunkt der Temperatur in endlich vielen
Schritten zu erreichen

e Beispiel: Abfolge von isothermer Kompression und adiabatischer Expansion
zwischen zwei Volumina V; und Vs
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HV

e Allgemeinheit des Argumentes:

Egal was man macht, z.B. adiabatische Entmagnetisierung, alle Kurven gehen
nach (S(T'=0),7 =0) = (0,0)

Carnot Prozess mit 1T} = 0

e Erinnere:

Wirkungsgrad Carnot-Prozess:

T;
1=1-g,
Firlj)=0=n=1
e Entropie-Beitrége:
— isotherme Expansion bei Tj: ASap = %:B

— isotherme Kompression bei T;: AScp = %}CB

— Entropie in einem Zyklus: ASiota = 0
e Nun aber AScp =0, da T; = 0, es knirscht im Gebélk
e Damit ASup =0

e Maschine setzt keine Warme um =— AW = AQ =0
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e Von Wirkungsgrad kann keine Rede sein
e Ergebnis gegen jede (klassische) Intuition
e Irgendwas stimmt da nicht !

Spezifische Warme

e Erinnere

0Q = CydT, dS = %, ideales Gas: Cy = gNk: = const.

e Damit T
dS == C\/ ?
und
T /CV
S(T)=S(T=0)+ dT"—-
0 1

3. Haupsatz: S(T'=0) =0

e Aber Integral

T
,Cv T
/0 dTF—C’vlog(o)

divergiert !

T CV
S(T) = S(Ty) —|—/ dT'—-
rn T
sieht fiir Ty — 0 auch nicht gut aus
e Einzige Chance fur Konvergenz: Cy ist Cy(T') mit
Cy(T)—0 firT—0

und zwar schneller als der Logarithmus fiir 7" — 0 divergiert, also schneller als
linear

e Reminder: Das gilt nicht fiir das ideale Gas.
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Noch schlimmer: Gilt nicht fiir jedes klassische thermodynamische System, sie-
he Kap. 11.3 Gleichverteilungssatz

Cy(T) — 0 fir T — 0 16st auch das Problem des Wirkungsgrades des Carnot-
Prozesses fiir T' = 0, da er unter der Annahme C', = const. abgeleitet wurde.

Kann erst in der Quantenmechanik verstanden werden, Kap. 11.4

Visionéres Ergebnis vor Einfiihrung der Quantenmechanik

Lessons learned

e In der Regel: limy_,o S(T) =0

e Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes

e Wirmekapazitat: limy_,o C(T') = 0 in Widerspruch zu klassischer Physik

6 Thermodynamische Potentiale

Innere Energie U wird als thermodynamisches Potential bezeichnet, da

sie eine Energie ist

ihre Abteilung durch Vergleich der Fundamentalrelation mit den exakten Dif-

ferentialen "Krafte” liefern 4 la F' = —%—‘;
Beispiel: U in Abhéngigkeit von S:
oU
dU(S) = —dS =1T1dS
(S) 55

Erster Teil Mathematik, zweiter Teil Physik
Fiir alle Variablen:

ou
T = (= , T treibende Kraft fiir Wéarmeaustausch
95 )y n
ou . .
- = (== , p treibende Kraft fiir Volumenaustausch

ou
o= (—) , p treibende Kraft fiir Teilchenaustausch
ON ) g
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e Allgemein: Alle Grofsen, die eine Fundamentalrelation besitzen, werden als ther-
modynamisches Potential bezeichnet, z.B. auch die Entropie S = S(U,V, N).

6.1 Prinzip der maximalen Entropie — Prinzip der minimalen
Energie

Klassische Mechanik: Nicht abgeschlossene Systeme streben nach einem Minimum
der Energie

e Regentropfen: Potentielle Energie — kinetische Energie — Aufprall — Dissi-
pation der Energie in Warme

e Pendel: Durch Reibung irgendwann in Ruhelage. Wieder Arbeit in Warme
verwandelt.

e Energie des Teilsystems wird minimiert. Entropie des Gesamtsystems wird ma-
ximiert. Gesamtenergie ist erhalten.

Formalisierung;:

e Betrachte insgesamt abgeschlossenes System mit zwei (nicht abgeschlossenen)
Teilsystemen A (das Pendel) und B (die umgebene Luft), das Bad.

Utotal - UA + UB; Stotal - SA + SB

o Teilsystem A leiste Arbeit 6WW4 < 0 an B, tausche aber keine Warme mit B
aus:

0Qa=TdS, =0, dS,=0
Pendel kiihlt nicht ab.
dUy = (SWA <0
e Teilsystem B, das Bad, nimmt im Allgemeinen

— einen Teil a von dU 4 als Warme auf

5@3 = —OédUA
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— den Rest als Arbeit
5WB = —(1 — Oé)dUA

Beim Pendel: a =1

dUy = oW, dUp =
0Qa=0 Wy + QB

— Damit

dUg = (SQB+(5WB:—dUA:—5WA>O
5@3 = —CY(SWA = TdSB >0
dstoml - dSA + dSB > 0

e Gesamtentropie nimmt zu durch Umwandlung von Arbeit von A in Wérme in
B.

e Prozess lauft ab, so lange A Arbeit leisten kann.
e Am Ende hat

— A Zustand minimaler Energie erreicht

— Gesamtsystem Zustand maximaler Entropie erreicht.

S Ua

thermisches Gleichgewicht

thermisches Gleichgewicht

T T
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e Wichtig: Ein Teil der Arbeit von A muss in Wérme fiir B verwandelt werden,
sonst ist Prozess reversibel und lauft nicht von selbst ab.

Bis hier im wesentlichen: System abgeschlossen
e Thermodynamische Potentiale U(S,V, N) & S(T,V,N)
e Gleichgewicht durch Extermalprinzip fiir Entropie gegeben

Ist das System nicht abgeschlossen, definiere andere thermodynamische Potentiale,
fiir die andere Extremalbedingungen gelten.

e Abhéngig von den experimentell zu kontrollierenden Gréfen

Entropie in U(S, V, N) schwer experimentell zu kontrollieren

Relevante Falle:

— System im Wéarmebad: T' = const.

— Offenes Reagenzglas: p = const.

Im folgenden: Die moglichen Kombinationen extern konstant gehaltenen Gro-

[ ]
fsen
e Idee: Konstant gehaltene Grofen vereinfachen die thermodynamischen Poten-
tiale
4. Wo-
che

6.2 Freie Energie

Betrachte geschlossenes System S im Wéarmebad B, ersters durch (7', V, N) = const.
charakterisiert.

System
T V.N
T Bad
A T
dau ¥
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e Wirmebad bei z.B. 273 K durch Wasser/Eis-Gemisch

e Energieaustausch zwischen System S und Bad B.

Erster Hauptsatz:  dUs +dUg =0 (14)
Zweiter Hauptsatz:  dS = dSg+dSp >0 (15)
. 1 p 0 1
F Irelation: - Loy, B ang = = 1
undamentalrelation dSp TdUB + T dVy T dNpg TdUB (16)
-0 -0

Aus Gl. (16) und Gl. (14) folgt:

1
dSp = _TdUS

Eingesetzt in Gl. (15) folgt:

1
dSS—?dUSEO —)dUs—TdSSSO

oder
d(Us —TSs) <0

e Bedeutung: Im Gleichgewicht wird die Grofe Ug — T'Sg minimiert.

e Um dies als Extremalprinzip eines thermodynamishen Potentials auszudriicken,
definiere (Helmholtz’sche) freie Energie:

F=U-TS

Es gilt
dF =dU —TdS <0

Im Gleichgewicht wird:
e innere Energie minimiert
e Entropie maximiert
Die beiden Ziele sind in der Regel gegenlédufig

e Balance zwischen energetischem Anteil U und entropischem Anteil —T'S, so
dass Summe minimal wird
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e bei niedrigen Temperaturen dominiert energetischer Anteil
e bei hohen Temperaturen dominert entropischer Anteil

e Isotherme Prozesse, die innere Energie vergrofiern, also unter Energieaufwand
ablaufen, sind spontan moglich, wenn Entropiegewinn T'dS grofer als Energie-
aufwand dU.

e Energie kommt aus Warmebad.

Merke: Freie Energie fiir isotherme geschlossene Systeme hat analoge Bedeutung
wie Entropie fiir abgeschlossene Systeme

Warum "freie” Energie ?
e System mit Wéarmebad, T' = const.

e Erinnere

TdS = 5Qrev Z 6Qir‘r

Vom Systems S aus gesehen:

dUg — TdSs = W5 < sWirr

oder .
dFs = d(Us — T'Sg) = SW{® < W

"Freie” Energie, weil die Anderung der freien Energie bei konstanter Temperatur
der maximal moglich zu verrichtenden Arbeit entspricht.

Fundamentalrelation der freien Energie

e Erinnere Euler-Gleichung

F = U-TS
dF = dU —TdS — SdT
dU = TdS —pdV + pdN = dU(S,V, N)

ergibt flir dF":
dF = —=SdT — pdV + pdN = dF(T,V,N)
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e Aus den partiellen Ableitungen:

or oF or
= (7)), (59),, ™

————
==S5(T,V,N) =-p(T,V,N) =u(T,V,N)

ergeben sich die Zustandsgleichungen fiir S, V und pu.

6.3 Legendre-Transformation

e Der Ubergang von der inneren auf die freie Energie geschieht durch eine
Legendre-Transfomation.

e Erinnere Ubergang von Lagrange-Funktion L(q,q) auf Hamilton-Funktion
H(q,p) in der Klassischen Mechanik.

e Legendre-Transformation ist eine Beriihrungstransformation

e Allgemein wichtig fiir Variablen-Transformationen.
e Legendre-Transformation iiberfithrt f(z) in Funktion g(u) = L(f(z))

Herleitung der Legendre-Transformation:
Formal:

e Gegeben eine Funktion f(z) mit

df = %dm =:u(x)dr, u= f'(x)

e Gesuchte Funktion g(u) soll

dg

o dg = —x du, Vorzeichen je nachdem
U

z(u) =
erfiillen

e Bilde totales Differential von ux

d(uz) = xdu + udr = —dg + df

Umstellen
dg = d(f — ux)
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e Integration:

g9(u) = f(x(u)) — uw(u)

e Zur konkreten Berechnung muss u = f’(z) invertiert werden:
g(u) = f(f M) —uf " (u)

e Riicktransformation:

Graphische Interpretation

g(xo )7

g(zo) = g(u)

e Damit

T(z) = f(xo) + f(wo)(x —x0), u= f'(x0)
g(u) = T(0)= f(xo) — f(xo)zo = f(x0) — umo

e Lass zg laufen. Tangente T'(x) mit Steigung u = f'(z), die f(z) in z = xg
tangiert, schneidet in g(u) die y-Achse.

e Legendre-Transformierte g(u) ordnet der Steigung u einer jeden Tangente deren
y-Achsenabschnitt zu.
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e Beschreibung derselben Kurve, nur iiber andere Variable, u statt x.
Kurzfassung Legendre-Transformation
e Definition:
_df
de
e Wegen

dg(u) =df (x) — ydy, —xdu = —x du
=df (z)

héngt g von u, aber nicht von x ab.
Beispiel:

e Betrachte
flx)=2* zeR{ flv)=20=u

e Legendre-Transformation:

g(u) = flx(u) —ua(u) = 2°(u) — uz(u)

v=f"u) x:g
glu) = fu/2)—u = (}%) 2=

dg = @du = —gdu = —xdu

e Riicktransformation:

F@) = @) +u@e =~ 4 @
u(z) = 2x
f(x) = —2®+22° =2?

Legendre-Transformation von der inneren Energie U(S,V, N) auf die freie Energie
F(T,V,N), V und N unterdriickt

—ouU
dU(S) = Z—gds —7dS =% dF(T) = g—ng — —Sdr

Beachte:
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e S und 7T Energie-konjugiert
e Erinnere: Lagrange nach Hamilton: ¢ und p Wirkungs-konjugiert

_ 9L(g,4)
dq

p: . H(q,p) = q(q.p)p — L(q,4(q, p))

Physikalisch:
e Praktisch einfacher Temperatur als Entropie zu kontrollieren.
e Das heisst geschlossenes statt abgeschlossenes System
e Fiir diesen Fall ist freie Energie F'(T,V, N) das natiirliche thermodynamische
Potential

6.4 Enthalpie

Wird statt des Volumens der Druck kontrolliert, ergibt sich die Enthalpie H(S,p, N)
als natiirliches Potential.

e Wichtig fiir chemische Prozesse, die bei konstantem Atmosphérendruck, offenes
Reagenzglas, durchfiihrt werden.

e Ausgehend von der inneren Energie U(S, V, N) muss die V-Abhéngigkeit durch
die p-Abhéngigkeit ersetzt werden

e Von dV zu dp

_,=9U H
dU(V) = g—gdv = —pdV "=V dH(p) = %—pdp = Vdp

e Legendre-Transformation

H = U+pV
dU = TdS — pdV + pdN = dU(S,V,N)
dH = dU + pdV + Vdp

Ergibt
dH =TdS +Vdp+ uN = dH(S,p,N)
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e Zustandsgleichungen aus

OH o0H o0H
dH = | — dS + | — dp+ | =— dN
(aS>P,N <8p)S,N P <8N>S,P

—— —— S——
=T(S,p,N) =V(S,p,N) =u(S,p,N)

e Innere und freie Energie praktisch zur Beschreibung isochorer Prozesse wegen
dV = 0, Enthalpie praktisch wegen dp = 0 fiir isobare Prozesse.

e System kann gegen konstanten dufern Druck Volumenarbeit leisten

ST = —pdV

vol

1. Hauptsatz (nur Volumenarbeit)

dU = 6Q — pdV

Bei konstantem Druck:

dH|, = d(U +pV) = 6Q — pdV + pdV + Vdp = 6Q + Vdp

Damit

dH|, = 0Q
analog zu

dU|V =0Q

e Betrachte isobaren und adiabatischen Prozess, der aber sonstige Arten von
Arbeit mit der Umgebung austauschen kann. Es gilt:

dH| — 5Wrev S 5Wirr

p,adia sonst sonst

— Enthalpiednderung ist bei isobarer, adiabatischer Zustandséinderung die
maximal vom System leistbare Arbeit

— In einem sich selbst iiberlassenen isobaren und adiabatischen System lau-
fen nur irreversible Prozesse ab. Es gilt

dH <0
Im Gleichgewicht gilt
dH =0, H = minimal
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Enthalpie des idealen Gases:

U = ;NkT
pV = NKT

H = U+pV:gNkT+NkT:gNkT

Spezifische Warme:
o Mit dH|p =0Q

o - Q| _(oH
Poooar|, \ar),

)
Cp - §Nk

e Erinnere: Cy = %N k. C, > Cy wegen Volumenarbeit
Praktische Bedeutung der Enthalpie:
Bei isobaren Prozessen gilt: AH = AQ

Enthalpiednderung entspricht dem Wérmeumsatz

Wichtig bei chemischen Reaktionen

<0 — Reaktion lauft spontan ab, exotherm

AH = Hprodukte=H pauie { >0 — Reaktion lauft nicht spontan ab, endotherm

Aber: Wichtig bei chemischen Reaktionen: Aktivierungsenergie

Aktivierungsenergie

Reaktion
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6.5

Thermodynamik sagt Enthalpiednderung voraus, aber nicht die Aktivierungs-
energie.

Aktivierungsenergie keine Folge von Gleichgewichtstheorie, da dynamischer
Prozess

Enthalpien von vielen Stoffen bekannt

Da H extensiv und damit additiv, kann Enthalpiednderung leicht vorhergesagt
werden.

Daher hat Enthalpie grofte Bedeutung in der Chemie.

Freie Enthalpie

Die freie Enthalpie G(T',p, N) ergibt sich fiir Abhéngigkeit der experimentell
zu kontrollierenden Grossen Temperatur 7' und Druck p.

Legendre-Transformation:

GT,p,N)=U-TS+pV=H-TS=F+pV (17)

Differentiell:
dG = dU —TdS — SdT + Vdp + pdV

Ergibt Fundamentalrelation:

dG = —SdT + Vdp + pdN

Zustandsgleichungen folgen aus

oG oG oG
S ), ()
oT N op TN ON Tp

Extremalbedingung der freien Enthalpie

1. Hauptsatz
dU = 0Q + oW =TdS — pdV

2. Haupsatz



Damit

oder
dU + pdV —TdS <0

fiir dT' = dp = 0 ist dies grade das Differential der freien Enthalpie

dG = d(U — TS + pV) = dU — TdS — S dT_+pdV +V dp

=0 -0

o Es gilt
dG <0, Im Gleichgewicht: G = minimal

o Wegen
G=F+pV

entspricht die freie Enthalpie G der freien Energie F' mit zuséatzlicher Volumen-
arbeit bei p = const.

Anderung der freien Enthalpie ist maximal leistbare Arbeit bei isothermer und
isobarer reversibler Prozessfithrung

Erinnere Euler-Gleichung:

U=TS—pV +uN
Mit Gl (17) folgt:

Bedeutung: Freie Enthalpie pro Teilchen entspricht chemischem Potential.
Daher freie Enthalpie wichtig bei
e Phaseniibergingen, Kap. 14

e Langsamen chemischen Reaktionen, z.B. in Batterien, die stets im thermischen
Gleichgewicht mit der Umgebung sind, T' = const.
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6.6 Groftkanonisches Potential
Die letzte Ubung ...
e Bisher stets N = const.
e Jetzt offenes System mit Teilchenaustausch dN # 0
e Gesucht: Thermodynamisches Potential mit du statt d/NV

Beachte:

e Die Transformation aller Variablen

U=U-TS+pV — uN

macht keinen Sinn, da wegen Euler-Gleichung (12) gilt
U=TS —pV + uN

e Folge:

S
Il
o

Was ist gute Transformation ?
e Chemisches Potential durch "Teilchenbad” fixieren.

e Analogie: Austausch von Wérme mit Wérmebad fiihrt zu konstanter Tempera-
tur, Austausch von Teilchen mit Teilchenbad fiihrt zu konstantem chemischen
Potential

e Teilchenaustausch in der Regel mit Warmeaustausch verbunden

e Daher liegt Transformation der inneren Energie U(S,V,N) auf Potential
®(T,V, 1) nahe

o O(T,V, 1) heilst grokkanonisches Potential

e Legendre-Transformation:
d=U-TS—uN
Fundamentalrelation:

d® = —-SdT — pdV — Ndu
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6.7

Praktisch fiir isothermische Systeme mit festem chemischen Potential
Auf Grund der Euler-Gleichung
U=TS—-pV +uN

gilt

In Analogie zu vorigen Potentialen gilt fiir bei konstanter Temperatur und
chemischem Potential:
d® <0

Im Gleichgewicht
d® =0, @ =P,inima
Maxwell-Relationen

Auf Grund der Differenzierbarkeit der thermodynamischen Potentiale gilt der
Satz von Schwarz, d.h. die 2. Ableitungen vertauschen

Daraus folgen Beziehungen zwischen thermodynamischen Groéfsen.

Betrachte die Fundamentalform der inneren Energie:

dU = TdS — pdV + pudN

oU oU oU
_ il = - N
(aS)deg+<aV>&N“/+(aN)&vd

Alles hinreichend differenzierbar: Satz von Schwarz:
2y ) o ((m)
ov oS v ) s x oS ov SN/ vy
oU oU
T = — - _ | ==
(aS>MN Y <aV)&N

die Maxwell-Relation
arN  _ (o
oV S,N a a8 V,N

Beachte: Ableitungen der nicht-natiirlichen Variablen

ergibt sich mit
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e Analog:
oTN (Y (%) _(ow
ON /gy \0S/)yy’ ON /sy \OV /gy

Entsprechend fiir die anderen thermodynamischen Potentiale:

e Freie Energie: dF = —SdT — pdV + pdN
s\ (o
OV )py \OT ),y
Enthalpie: dH = TdS + Vdp + pdN
().~ (5)
W) sn 95 )
Freie Enthalpie: dG = —SdT + Vdp + pudN
() ()
dp TN oT o
Grofkanonisches Potential: —SdT" — pdV — Ndu
s\ _ (o
oV )y, \0T/)y,
Allgemein: Niitzlich zur Berechung unbekannter Gréfen aus bekannten,
resp. nicht messbarer aus messbaren

Guggenheim-Quadrat:

\Y T
U G
S i P
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e Ecken: die Variablen
e Kanten: die Potentiale der Variablen an den jeweiligen Ecken
e Ableitung eines Potentials nach einer Variablen ist gegeniibergelegene Variable

e Pfeile bestimmen Vorzeichen

e Beispiel g—g =—p
o Maxwell-Relationen: Ableitung von Variablen ldngs einer Kante, z.B. g—‘é, bei
konstant gehaltener Variablen in der diagonalen Ecken, hier p, ist gleich der
oT

Ableitung auf der Kante der gegeniiberliegenden Seite, hier a_p‘
S

Lessons learned

e Extremalbedingungen :

— Mechanik: Hamilton’sches Prinzip der minimalen/stationdren Wirkung
S = fttf L(z,)dt — Euler-Lagrange Gleichung

— Optik: Fermat’schen Prinzip des kiirzesten optischen Weges

— Thermodynamik: Fiir abgeschlossenes System gilt: dS > 0. Entropie wird

maximiert, Energie von Teilsystemen wir minimiert

e Gegeben die unabhéngigen Variablen, folgen verschiedene thermodynamische
Potentiale mit ihren Extremalbedingungen

e Hin- und herschalten mit Legendre-Transformation

e Idee: Wihle Variablen, die sich konstant halten lassen, macht das Leben ein-
facher.

o Maxwell-Relationen koppeln iiber Satz von Schwarz partielle Ableitungen der
nicht-natiirlichen Variablen
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7 Zusammenfassung Thermodynamik

Gleichgewichtszusténde definiert iiber Zustandsgrofen
— Diese sind exakte Differentiale

Zustandsgleichungen, Beispiel ideales Gas:

kalorisch : U= gN kT

thermisch : pV = NkT

1. Hauptsatz: Energieerhaltung

— Wirme ist keine Substanz, sondern Form von Energie(austausch)

— Arbeit und Warme sind keine exakten Differentiale

2. Hauptsatz: Entropie kann in abgeschlossenem System nur erzeugt werden

— Reversible und irreversible Prozesse
— Carnot’scher Kreisprozess, Grenze der Umwandlung von Wérme in Arbeit
— Geht iiber alle bisherige Physik hinaus.
— Effekt kollektiven Verhaltens vieler Teilchen
3. Hauptsatz
lim S(T) =0
T—0
— Unerreichbarkeit des absoluten Temperaturnullpunktes
— Warmekapazitdat muss in Widerspruch zur klassischen Theorie tempera-
turabhéngig sein.
Thermodynamische Potentiale
— Sag mir Deine konstant gehaltenen Grofen, und ich sage Dir Dein be-
quemstes thermodynamisches Potential
— Legendre-Transformation

— Erfiillen Extremaleigenschaften.
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Teil II
Statistische Mechanik

Aufgabe: Ableitung der makroskopischen Eigenschaften aus den mikroskopischen

Starte mit N-Teilchen Hamiltonian

p?

2m

N
H(Ql;--wCJN,ph...pN) :Z +V(q1,...,qN,p1,...pN)
i=1

Berechne makroskopische Zustandsgrofsen wie Entropie, Temperatur etc.
Inhaltsverzeichnis

Seien Sie verwirrt !

o (y = %N k fiir ideales Gas passt nicht zur Einsicht, dass Cy temperaturabhén-
gig sein muss

e "Entropische Kréfte” bei der freien Energie konnen nicht verstandlich sein

e And, ... there is more to come !

8 Ein bifsichen Statistik

8.1 Verteilungen
8.1.1 Zufallsvariablen

Zufallsvariable X:

e Etwas, das eine Wahrscheinlichkeitsdichte oder auch Verteilung px(z) hat

e Wahrscheinlichkeit, eine Realisierung x in (z, x+dx) zu beobachten, ist px (x)dx

o px(z) >0, [px(x)de =1
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Px A

Y

Beispiele: p'im idealen Gas, Maxwell-Verteilung f(|p])

N

-
>

1Pl

e Es gibt auch diskrete Verteilungen p(z;), denke an Wiirfel
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PA

1/6}

e Andersrum, vom endlichen kommend, fiir diskrete Verteilungen:

Bei N Versuchen mit N; Ereignissen x; ist

die relative Haufigkeit.
Es gilt

lim Hy(z;) = p(x;)

N—oo

e Physikalisch entsteht Zufall durch

— Quantenmechanik
— Chaos, bei Wiirfel realisiert, hier molekulares Chaos

— viele Einfliisse 4 la Brownian Motion

Im folgenden, wenn Bezug klar: px(z) = p(z), X =z

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten:
e Betrachte Wiirfel, gegeben zwei mogliche Ereignisse A und B

e Schlieffen sich A und B wechselseitig aus, addieren sich die Wahrscheinlichkei-
ten

1
p(/llll Odel" //2//) — g

D

+

=
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e Sind A und B unabhéngig, multiplizieren sich die Wahrscheinlichkeiten

p(erst "1” dann "2") =

|~
=
(O8]
D

8.1.2 Momente und Kumulanten

Momente

e Erwartungswert (f(z))

(f(2) = / f(2) pla) de

Erwartungswert ist eine Zahl

e Momente

e 1. Moment: Mittelwert

e 2. Moment

— Varianz: 02 = ((z — 7)?) = pg — pi?

— Standardabweichung: o

— Addiert man unabhéngige Zufallsvariablen, so sind Varianzen, nicht Stan-
dardabweichungen additiv.

e 3. Moment
p3 =< 1° >= /x?’p(x) dx
Schiefe: k = ((x — p)?), MaB fiir Asymmetrie.
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e 4. Moment
Kurtosis (Bauchigkeit): v = {(x — p)*)/o* — 3
“3” erklart sich weiter unten

Kumulanten

e Charakteristische Funktion oder Erzeugende Funktion

G(k) =< e** >= /dx e*p(x)

Fouriertransformierte der Dichte p(z)

e Existieren die Momente, i.e. < 2" > < oo, Taylor-Entwicklung

G(k) = i (i:!)n <z" >

Ist G(k) bekannt, berechnen sich Momente durch:

d"G(k)

_m n
dkn =1 <x >

k=0

e Entwickelt man log(G(k)) nach k, folgt:

- (k)"

| 1, i
log(G(k)) = Z R G(k) = exp (zk/ﬁ - 516 Ko — ak K3+ ...

n=1

und man erhélt die Kumulanten «,, aus:

d"log G(k) ”
_— ="K,
dkn 6—0
Die ersten 3 lauten
R1 =
Ky = pa—p; =0

K3 = pi3 — 3piapin + 24

Wichtige Eigenschaften:
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— Kumulanten sind additiv, daher natiirliche Grofen

Sei
N

yzziﬁi

i=1

dann folgt

Fin(y) = Z tin ()

Varianzen sind additiv, nicht Standardabweichungen
— Man kann zeigen:

* Entweder: Alle Kumulaten aufler den ersten beiden verschwinden

* QOder: Es existieren oo viele

8.2 Beispiele fiir Verteilungen

e Gaulsverteilung oder Normalverteilung:

1 (z—)?
p(x) —= ei 20‘5
2o

— Bezeichnung: N (u,o?)
Standard-Gaufiverteilung 1 = 0, 0% = 1: N(0, 1)
In £10 liegt 68 % der Masse
In +1.960 liegt 95 % der Masse

— Momente von N(0,1) :

() = 0 fiir k ungerade
T I1x3x---x(k—1) fiir k gerade

Damit klar, warum bei Kurtosis ”-3”
— Charakteristische Funktion

G(k’) — ei,uk—%Uka

Nur die ersten zwei Kumulanten sind ungleich null.

Macht klar, warum Gaufsverteilung so besonders
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Zentraler Grenzwertsatz:

Existeren die ersten beiden Momente, so strebt fiir N — oo die (normierte)
Summe von unabhéngigen, identisch verteilten (independent, identically distri-
buted: iid) Zufallsvariablen gegen eine Gaukverteilung.

— Betrachte N identische Zufallsvariablen x; mit
x O.B.d.A.: ky(x;) =< 2; >=0
* Ko(T) = pp — pi = o”

— Bilde:

1 X
Yy = N;%

2

2

Ty

Normierung damit 02 =0

— Fiir y gilt:
p(y) = /dxl...dep(:vl)...p(xN)é (y— (%))

Mit, erinnere QM
dk .
5 — —ikz
(2) / 27T6

p(y) = / dke—iky/dxl .. dzyp(z1)...p(zy) exp (i’f(% +\/-#+ m))

2

— Mit Erzeugender Funktion

. , VN — [
/ z; p(r;) e ( N)

faktorisiert Integral:
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— Mit GL (18)

1 7
G(k) = ik ——k? — k3 19
(k) = exp | ik Ky 5 Ko 6/<ag+ (19)
:NZO —g2
und k 1k2 k3
N _ - 2 _ Y
G (\/—N) = exXp ( o N 6N3/2N/€3 + ) (20)
folgt

i K
6 VN

—0 fir N—oco

dk _; 1
p(y) = /%eﬂky exp —§k202 — K3+ ...

Somit folgt fiir N — oo

1 2
p(y) = e 202
2mo
Wenn (z;) = pu # 0 entsprechend
1 _w=w?
ply) = e 27
2ro

— Die hoheren Kumulanten n > 2 verschwinden mit N.
— Verteilung geht gegen Gauf-Verteilung

Darum sind die beiden Gréfsen p und o so wichtig.
— Gilt auch wenn z; nicht identisch

— Konvergenzrate, i.e. wie schnell geht es zur Gaufverteilung, hangt i.w. von
der Schiefe ab.

— Bedeutung von Zentralem Grenzwertsatz nicht zu unterschétzen. . .
. wee

Gesetz der grofen Zahl 15

— Mitteln:
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Analog zu Gl. (19, 20) mit x und N statt /N, folgt:

1
Kn(y) = Wﬁln(ﬂ?i)
Speziell
2
UI
Ko (y) = N
— Ergo:
<Yy >=<x> L
Yy >=<x s O'y = \/_—O-:L'
N
respektive:

o, 1 Oy
<y> N<z>

Die Schwankung und die relative Schwankung um den Mittelwert ver-
schwindet fiir N — oo mit 1/v/N

— Oder: Fiir N — oo geht das arithmetische Mittel von identischen, unab-
héngigen Zufallsvariablen (auf Gauf’sche Weise) mit Wahrscheinlichkeit
1 gegen ihrem Mittelwert.

— Sollte in der Regel fiir N = 10* gelten und rechtfertigt die Verwendung
deterministischer Zustandsgréften

— Ausnahme: Lang-reichweitige Korrelationen bei Phaseniibergdngen

e Gleichverteilung U(a,b) :

_f1/(b—a) fira<az <D
p(x)—{ 0 sonst

e Exponential-Verteilung
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Es gilt:

I
o = 7°

Erwartungswert und Varianz sind keine unabhingigen Parameter.

Ergibt sich bei “konstanter Ausfallrate”

X2 Verteilung mit r Freiheitsgraden:

Summe von r quadrierten Gaufverteilungen
Xy = 221 (N(0,1))%
y~ x5 @~ N(0,1) = po(w:)
ply) = /dml codr, 6y — (22 + ..+ 2?)) Hpg(a:i)
i=1

1
V2T

1 2 1 2
= dx e 12y e ™2/ dx,
/ ! V2T ? V2m

yr/Qflefy/Z

= N(z)= [ ¢ tetdt
S N / ¢

Es gilt:

05 =
Var(xj) = 2r,

d.h. Erwartungswert und Varianz sind keine unabhéngigen Parameter.
FOLIE x? Verteilungen

x? Verteilungen sind additiv:

.2 2 .2 ”
Xry + Xry = Xri4ro
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Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

lim x? = N(r,2r)

T—00

Beachte :

— X3 = Le7"/% ist Exponential-Verteilung mit 7 = 2.

e {-Verteilung

N 1 2\ T@r()
) e R ) D g

r: Anzahl der Freiheitsgrade

Wichtig beim t-Test: Test auf Gleichheit von Mittelwerten zweier Gaufsvertei-
lungen.

lim ¢(r,z) = N(0,1), gute Ndherung ab N = 30

r—00

o ["-Verteilung

2 "
r
F(TI;TQ,:E) =" —Xh/ e

X4/re
r1, r9: Jeweilige Anzahl der Freiheitsgrade

Wichtig beim F-Test: Test auf Gleichheit von Varianzen zweier Gauftverteilun-
gen.

e Cauchy(Lorenz)-Verteilung:

1 Y
pCauchy(xu a, ,Y) - %m
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PA

Y

SR §

— OBdAa=0

Momente

existieren nicht!

— Charakterisische Funktion:

G(k?) — eikaf\k\'y

Es existiert keine Taylor-Entwicklung um &£ = 0
a ist Lokalisationsparameter, aber kein Mittelwert.

— Cauchy-Verteilung spielt bei den Zuwéchsen der Aktienkurse eine Rolle.
Eventuell Ausflug: Black-Scholes

— Zentraler Grenzwertsatz gilt nicht fiir Cauchy-Verteilung.

Aber auch fiir Verteilungen mit nicht-existenten Momenten gibt es Grenz-
wertsitze. Stichwort “Stabile Verteilungen”

— Bezug zur t-Verteilung:
t(17 JZ) - pCauchy(xa 07 ]-)

Mit ¢-Verteilung kann man also zwischen Cauchy (keine Momente existie-
ren) und Gaufs (alle Momente existieren) hin- und herfahren.

— Cauchy-Verteilung in der Physik bekannt als Breit-Wigner-Verteilung.
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e Multivariate Gaufverteilung

— 1 1 N NT ~—1/ = R ) . 5
T)=———""—exp|—=(¥ — C (¥ — , d = dim(Z
) = e (5= A€ ) @
mit Kovarianzmatrix C'
Cov(Xy,X1) --- Cov(Xy, X,)
C=(T-mF-p") = : :
Cov(Xp, Xy) -+ Cov(X,, X,)

Kovarianz, Korrelation allgemein:

Zwei Ererignisse x und y sind statistisch unabhéngig, wenn die gemeinsame
Dichte p(z,y) in die Marginalverteilungen faktorisiert

p(x,y) = p(z) p(y)

Folge: Erwartungswerte faktorisieren
(ry) = (2)(y)
Maf fiir statistische (Un)abhéngigkeit

— Kovarianz
cov(z,y) = (zy) — (x)(y)

— Normiert auf [—1, 1]: Korrelation

corr(x,y) = w
z0y

— 1 D Normalverteilung:
68 % der Masse in [—o, 0]
99 % der Masse in [—30, 30]

— 10 D Normalverteilung, C' = 1:
99 % der Masse auferhalb der [—30, 30]-Kugel.

Intuition:

x Integration iiber die Winkel ausfiithren
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« Verbleibt, d = dim (%)
Masse innerhalb von Radius r ~ / rd=1e=r2/2 g
0

— Es gibt praktisch nur die langsten Absténde, der Raum ist leer, "curse of
dimensionality”.

FOLIE x? Verteilungen nochmal
6.

e Binomial Verteilung che

B(n,p,k) = ( Z )pk(l —p)" k=0,1,...n (21)

Zwei mogliche Ereignisse: 1, z9; p = prob(xy)

Bei n-maliger Durchfithrung des Experimentes ist B(n,p, k) die Wahrschein-
lichkeit, z1 k-mal zu realisieren.

Anwendung: Random Walk

— Die Mutter aller stochastischen Prozesse
— Brown’sche Molekularbewegung

— Diffusion

— Wirmeleitung

— Volltrunkenheit

Betrachte eindimensionalen Random Walk

Physikalische Herleitung:

— N Schritte entlang z-Achse

— m in +z-Richtung, N —m in -z-Richtung
— Pta = D2z = %

Gesucht: Wahrscheinlichkeit p(m, N) von N Schritten m in positive z-Richtung
zu machen.

— Es gibt N! Moglichkeiten N Schritte anzuordnen
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— Schritte +x und —x sind jeweils identisch

— Teile durch m! und (N —m)!

— Jeder mogliche Pfad hat Wahrscheinlichkeit %N

Ergibt (Binomial) Verteilung fiir m Schritte nach rechts

plm, N) = (%)N T

Mathematische Herleitung

— Gl (21) mit p = %, n — N, k — m, et voila !
Verteilung fiir grofse N, m, N —m, N> m, N —m
— Fiir groke N, m, N —m gilt Stirling’sche Niherung, siche Ubung
logn! =nlogn —n
Damit
logp(m, N) = Nlog % + log N! — logm! — log(n — m)!
= Nlog%jLNlogN—N—mlogm—i—m— (N —m)log(N —m)+ (N —m)
= Nlog% + Nlog N —mlogm — (N —m)log(N —m)
— Entwickle um wahrscheinlichsten Punkt m = m*, N unterdriickt

(m_m*)+1d2 log p(m)

dlogp(m)
+ . 2 dm?

. (m—m*)*4+. ..

" ()

log p(m) = log p(m”)

— Bestimmung von m™*:

= — (logm+ %) +log(N —m) — P(—l)

—m

dlog p(m)
dm

Damit

N
— =1 = m:§, macht Sinn



— 2. Ableitung an m*

d*logp(m) o omt —mf— (N —-m") -N
dm? | .  N-—m* m* (N —m*)m*
-N 4

(N—N/2)N/2 N

In Gl (22) eingesetzt, ergibt, iibereinstimmend mit dem zentralen Grenz-
wertsatz, eine Gauf-Verteilung

_ 2(m-—m*

oy 20m=m*)?
p(m,N) =p(m*)e ¥
— Vergleich mit Standard-Gaufs-Verteilung gibt Varianz

Verteilung fiir Ort x

— Mit N
r=m—(N—-—m)=2m— N und m*:E
gilt
x* = (x) =0, macht Sinn
Mit

2 _
o,=N

und damit mit der richtigen Normierung




— Alternative Formulierung:
w(t) =zt — 1) +€(t), €(t)~ N(0,07)

Verteilung von €(t) per Zentralem Grenzwertsatz aus mehreren Schritten
von oben

Separation der Zeitskalen

Um einen Zeitschritt verschoben
z(t—1)=z(t—2)+e(t—1)

Damit
o(t) =a(t —2)+e(t)+et—1)

Weiter in einander eingesetzt bis t = 0, O.B.d.A.: (0) =0

Varianzen sind additiv
Damit Verteilung der Zufallsvariablen Random Walk

s 11 x(t)?
z(t) NN(OatU)—\/_Q—W\/gUeXp <_2t02>

Der Random Walk zeigt Skaleninvarianz

— Definition:

Eine Funktion oder eine Zufallsvariable f(z) ist skaleninvariant, wenn sie
sich bei Reskalierung mit z — az bis auf einen Faktor nicht dndert

flaz) = c(a)f(2) (23)
— Random Walk ist skaleninvariant, da
* €(t) ~ N(0,0?)
x x ~ N(0,to?)
x Var(z(t,o?)) = to?
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x Multipliziere ¢ mit Faktor a
Var(z(at,0?)) = ato® = t(ac?)
x Betrachte nicht-quadrierte Gréfte Standardabweichung SD

SD(z(t,0%)) = to
SD(z(at,0?)) = Vato = Vt(v/ao)

Damit

z(at,0®) = Vax(t,o?)

und, unterdriicke o2, setze f(.) = z(.) und z = ¢, folgt mit Gl. (23)

c(a) = Va

— Andersrum gelesen: Ein random walk x kann wieder als € eines anderen
random walks 2’ aufgefasst werden, resp. jedes € eines random walks x
kann wieder als random walk x” aufgefasst werden kann.

— Random Walk sieht bei unterschiedlicher Auflésung immer strukturell

gleich aus
%E

— Skaleninvarianz wird bei Phaseniibergangen, Kap. 14, wichtig

Wieder D = 3

— Random walk in D = 1 und D = 2: Wahrscheinlichkeit, dass er wieder
zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, ist gleich 1

— Random walk in D > 3: Wahrscheinlichkeit, dass er wieder zum Aus-
gangspunkt zurtickkehrt, ist gleich 0
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Ein betrunkener Mann findet immer heim, ein betrunkener Vogel nicht

Diffusion

Passiver Transportprozess
Typisches Beispiel fiir Random Walk
Fluss J(z,t) gegeben durch

Op(, 1)
J(x,t) =—-D
(&.1) -

mit D die Diffusionskonstante
Mit Kontinuitéitsgleichung

dp _8J

ot Ox
ergibt sich die Diffusionsgleichung oder auch Warmeleitungsgleichung

op 0%

ot 0x?

Ubung: Zeige, dass der Random Walk eine Losung der Diffusionsgleichung
ist

e Poisson-Verteilung

e ANE
Kl

Wahrscheinlichkeit fiir £ Ereignisse in einem Zeitintervall

Pk, \) =

keNy, A>0

A: Durchschnittliche Anzahl der Ereignisse in Zeitintervall

Wichtig fiir Punktprozesse mit konstanter Rate denke an Photonen-
Zahlprozesse, e-mails pro Stunde

Fiir Poisson-Verteilung gilt
p=o0*=\
Ferner ist sie die Grenzverteilung der Binomialverteilung, siche Ubung:

lim B(n,k,p) = P(k,\) wobei lim np =\

n—oo n—oo

"Seltene Ereignisse”
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— Poisson-Verteilung fiir kleine A sehr unsymmetrisch. Fiir grofse, A > 30,
geht sie gegen Gauk-Verteilung

P(k.Y) = <= exp G%)

Kumulative Verteilungen

e Definition:

e 1, mit
cum(z,) = «

nennt man das (100a) % Quantil.

Y

Lo

e Definition des Medians:

cum(Z predian) = 0.5

Der mittlere Wert der Verteilung

Schétzer fir Median aus N Werten:

— Sortiere N Werte

91



— Wenn N ungrade:

—

Median = x(ny1)/2

Wenn N grade:

—

- 1
Median = 5(:BN/2 + Tnj241)

Der Median ist der Maximum-Likelihood Schétzer fiir # in der Laplace-
Verteilung

1
—— —|z—6|
p(z) = ze
e Fiir den Lokationsparameter a der Cauchy-Verteilung auch nicht so schlecht,

konsistent, aber nicht optimal

Lessons learned
e Zufallsvariablen sind etwas, das eine Verteilung hat
e Zentraler Grenzwertsatz zeichnet Gaufsverteilung aus
e Gesetz der grofsen Zahl: Fiir N — oo werden Verteilungen scharf

e Random Walk als Mutter aller stochastischen Prozesse

9 Entropie revisited

Makroskopisches System ist durch Zustandsgrofen, dem Makrozustand, fest-
gelegt

Mikrozustande sind aber unbestimmt.

Mikroskopische Interpretation der Entropie

Entropie: Mafs fiir die Unkenntnis des Mikrozustandes
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9.1 Vorspiel

e Betrachte geteiltes Volumen eines abgeschlossenen Systems, alle Teilchen auf
einer Seite.

e Offne Trennungswand

e Erfahrungstatsache: Die Teilchen verteilen sich gleichméssig links und rechts

e Ausgangszustand wird nie wieder hergestellt

Klassischer Mikrozustand: {z1,...,2n,p1,.--,PN}
Betrachte System mit drei wechselwirkungsfreien Teilchen auf der linken Seite, die

mit gleicher Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Offnens der Trennungswand in 2-
Richtung starten
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o —
o —
o —
o —
o —

Ausgangszustand wird periodisch wieder hergestellt

Lasse Teilchen fiir Zeit T' laufen, dndere Impulse zur Zeit T von pr in —pr
Zum Zeitpunkt 27" sind Teilchen wieder am Ausgangsort

Zwei Probleme:

— Unschérfe-Relation verbietet exakte Praparation des Ausgangszustandes

— Kleinste Imperfektion der Wénde zerstort "Kohéarenz”

Nichttriviale Ausnahmen hierfiir: Spin-Echo Experimente und Tropfen in die
Mitte eines Wasserglases

Betrachte 10?3 wechselwirkende Teilchen unter den selben Bedingungen

Chaotische Dynamik bewirkt, dass die Teilchen ihre Anfangsbedingungen "ver-
gessen”

Das System ist mischend:

Autokorrelationsfunktion (x(t)x(t — 7)) zerfallt schnell, beim Harmonischen
Oszillator nie

Mischungseigenschaft macht die Mikrozustéande auf sehr kurzer Zeitskala un-
abhéngig.

Oder: Trotz deterministischer Dynamik ergeben sich zeitlich statistisch unab-
héngige Mikrozustande

Oder: Dynamik spielt keine Rolle mehr. Wenn man System nach At anguckt,
weiss man nicht, ob man das selbe System vor sich hat oder ein zweites System
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e Intuition: Alle durch den Makrozustand erlaubten Mikrozustdnde werden gleich
wahrscheinlich

e Anzahl dieser Mikrozustande: )

— Fiir ein Teilchen: Q(V) o< V
— Fiir N Teilchen: Q(V) oc V¥
— Fiir N Teilchen, alle links: Q(V/2) o (V/2)¥
— Fiir 102 ist (1) ~ 107107

Argument von oben entspricht exakt einem Mikrozustand, absolut un-
wahrscheinlich

6. week
Mathematisierung 15

Definition des Makrozustandes: Anzahl der Teilchen, die im Mittel links sind

Wabhrscheinlichkeit, dass ein Teilchen 7; links ist: p;; = %

Wahrscheinlichkeit fiir £ bestimmte Teilchen links:

N\
Pkl = <§>

Entsprechend fiir N — k Teilchen rechts

1\ Nk
PN—kr = (5)
Gesamtwahrscheinlichkeit:

INF /1\NF Ny
Pkl PN—kyr = (5) (5) = (§>

Gilt V k: Alle Mikrozustiande sind gleich wahrscheinlich

Kombinatorik:

e Anzahl der Moglichkeiten, k Teilchen aus N auszuwihlen:

wv-m - (1)
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e Wahrscheinlichkeit, dass k& beliebige Teilchen links sind:

e (1))

Mittelwert < k > dieser Verteilung

al N
<k>= Z/{pk,l = E
k=0

Standardabweichung

op1 =< (k— <k >)2>=/N/2

Siehe Ubung

Erinnere Gesetz der grofsen Zahl

Betrachte relative Breite der Verteilung

Fiir N = 10? ergibt sich sehr scharfe Verteilung

Bedeutung:

Der Makrozustand mit den meisten ihn realisierenden Mikrozustanden ist der
Wahrscheinlichste

Jedes System strebt einem Zustand maximaler mikroskopischer Unordnung an

"Maximale Unordnung’, weil "Teilchen sind irgendwo” unordentlicher ist als
"alle Teilchen links”

Kann man wieder “als ob” denken & la Hamilton’sches Prinzip der minimalen

Wirkung

Extremalprinzip, riecht schon nach Entropie
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9.2 Formalisierung

Mikrozustand r: Vollstdndige Beschreibung des mikroskopischen Systems
Beispiele:
e N Wiirfel sind durch ihre Augenzahlen a; beschrieben
r=(ay,...,ny)
e N Spins mit s; = :i:% durch
r=(S1,...,5N)
e Klassisches System mit N Freiheitsgraden im 2/N-dimensionalen Phasenraum

r= (Q17"'7q1\/7p17"'p]\7)

Grundpostulat der Statistischen Mechanik:
In einem abgeschlossenen Systems sind alle zugénglichen Mikrozustédnde gleich wahr
scheinlich

Kann nicht allgemein bewiesen werden, ist aber plausibel

o N Wiirfel:

Jedes der 6" moglichen Ergebnisse ist gleich wahrscheinlich

e Quantenmechanik:
Alle Zusténde mit £ = ). E; sind gleich wahrscheinlich

e Klassisches System:
N Teilchen mit Trajektorie (qi(t),...,qn(t),p1(t),...,pn(1)):
Alle Punkte der Trajektorie gleich wahrscheinlich

Wichtiger Begriff: Die Zustandssumme

Definition:
Die Zustandssumme () ist die Anzahl aller zugénglichen Mikrozusténde
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e Betrachte abgeschlossenes System mit Energie E = const.

e Realistischer Weise, E ist i.A. quantisiert, (und rechentechnisch einfacher) bis
auf Ungenauigkeit AFE bestimmt

e Damit Mikrokanonische Zustandssumme:

Q(F) = Anzahl aller zugénglichen Mikrozusténde r mit £ < E, < E+ AE

Im Gleichgewicht gilt dann fiir Wahrscheinlichkeit p, eines Mikrozustandes r

{ o5 E<E <E+AE
DPr = 0
sonst

Problem:

e Betrachte Harmonischen Oszillator

2

D k
H(p,q) :%JF?IQ:E

p

71N
N | A

E + AE

e (Uberabzihlbar) unendlich viele Phasenraumpunkte

e Frage: Ist die Frage nach der Anzahl von Mikrozusténden {iberhaupt sinnvoll?
Hier diirfen Sie wieder verwirrt sein
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e System bewegt sich im allgemeinen auf 6/N — 1 dimensionaler Energiehyperfla-
che mit Flacheninhalt:

awwa/@@mE—H@@>

Wir nehmen an:

00

oo eine Proportionalitdtskonstante, siehe unten

e Zur Berechung von o(F) betrachte gesamtes Phasenraumvolumen w(FE), das
von F = H({,p) eingeschlossen wird:

o) = [ agip~ [ dqipe(s - m.p)
H(gp)<E
Fiir kleine dF gilt

dw dw

dw=w(E+dE) —w(F) =w(F)+ d—EdE —w(F) = d_EdE
und Satz von Cavalieri
dw = o(E)dE
da Volumen = Flache x Hohe
e Damit
dw
E) = —
o(B) =%
Beispiel: Kugelvolumen w(R) und ihrer Oberfliche o(R)
4r s dw 9
= — =—=1
w(R) 3 R’, o(R) TR TR
Somit L L d
W N -
QE) = o0dE ~ oodE dqdp©(E — H(q, (P))

e Merke: Zustandssumme kann aus (mikroskopischem) Hamiltonian berechnet
werden
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9.3 Entropie

e Thermodynamik: In einem abgeschlossenen System ist die Entropie im Gleich-
gewicht maximal

e Statistische Physik: Alle Mikrozusténde sind gleich wahrscheinlich. Folge: Ma-
krozustand mit den meisten Mikrozustédnden ist der Wahrscheinlichste und
damit der Gleichzugewichtszustand.

Bringe makroskopische Entropie und mikroskopische Zustandssumme zusammen
e Betrachte abgeschlossenes System, das in zwei Teilsysteme unterteilt ist

e Statistische Sichweise:

Wegen Unabhéngigkeit der Teilsysteme gilt mit £ = Ey + Ey, V = V] + V5,
N = Nl -+ NQI

Q(E7 ‘/7 N) - QI(E17 ‘/17 NI)QQ(E27 ‘/27 NQ)
mit dem totalen Differential:

dQ) = QydQy + Q1dS2y

Division durch 2

0
%:dlogQ:dlong—l—dlogQg (24)

Beachte: log (2 ist extensiv
Im Gleichgewicht gilt:

dlogQ =0, logQ = log ez (25)

e Thermodynamische Sichtweise

Entropien sind additiv

S =S(E,V,N) = Si(E1, Vi, N1)+Sa(Es, Va, N3)  —  dS = dS,+dS, (26)

Gleichgewichtsbedingung
dS =0, S=Snuw (27)
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e Vergleich von Gl. (24) mit Gl. (26) und Gl. (25) mit Gl. (27) legt nahe, Boltz-
mann (1877)

S(E,V,N) =klogQ(E,V,N)
mit k£ der Boltzmann-Konstanten

Fiihrt zwei konzeptionell unterschiedliche Definitionen der Entropie zusammen

e Thermodynamische Definition, notwendig um makroskopische Irreversibilitat

zu erklaren:
B (sQ
AS = / 0@
a4 T

e Statistische Definition: Maf$ fiir mikroskopische Unordnung

S = klog(

7.
che

9.4 Zustandssumme und Entropie des idealen Gases

Vorspiel

e Volumen einer N-dimensionalen Kugel:

Vv(R) = /dxl...de@ (Rz _Zx?>

N
Vv (R) :RN/dyl...dyN 0 (1—2;,3) = RNCy

Cy: Volumen der Einheitskugel
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Erinnere:

/ dre ™ = VT

und damit

I:/ dry...deyexp | —(zi+...+2%) | ==
oo ~
Mit dVy(R)
N N—1
= NR"'C
dR N
Transformation auf Polarkoordinaten
dVy =dxy ...dey = NRN1CydR
Winkelanteile automatisch verarbeitet
I =NCy / RN-1e~® 4R
0
Mit Variablensubstitution
dz dz RN-1 1
=R?)® —= =2R, dR=-— =_—RN72 =
T UR ’ 9R’ 2R 2
folgt
I:N@/ dz 22 le™® = N2
0
—r(3)
und
/2
Cy =
N/2T(5)
N /2 N
VN(R) = CyRY =
N/2T(%)
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e Check: N=3:T(3) =3y, C3 =% und V = L R3

Betrachte ideales Gas: N Teilchen der Masse m in Volumen V

e Hamiltonian:

e Phasenraumvolumen:

w(E,V,N) = /dQ1---dQN/dpl'--de@(E_H(qiapi))

= VN/ , dpi...dpn
>

p,
iamSE

Impulsintegral entspricht wegen

N
Zp? <2mkE
i=1

dem Volumen einer 3N-dimensionalen Kugel mit Radius v2mFE

Damit:
N mN/2 om E)3N/2
EVN)=V" ————
o ) 32Ty 2mE)
o Mit
10
= 0082’ und S = klog(
folgt

HIER IST WAS FALSCH, WIRD NOCH KORRIGIERT

1 7T3N/2 3N V N (27TmE)%
S =klog | VN = om)N2ET | =kl —)
0g o0 F(SN)( m) SN—— 8 o F(ﬂ)

2 2

3N
~FE 2

. 1/N
mltazao/
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o Mit
logT(n) = log((n—1)1)"~ (n—1)log(n—1)(n — 1) ~nlogn —n

lo Lo N lo ﬁ—1
gF(SN) - 2 g

S = Nk <log (%(%mE)g) * g s <(%)3>>

und schlieflich:

folgt

3
3 V (4AmmE 2
S(E,V,N)= Nk §+10g (E( NV ) ) (28)
e Vergleiche mit Ergebnis der Thermodynamik, Gl. (6) auf Seite 38
e Erinnere:
dU = dE =TdS — pdV N — Abhéngigkeit unterdriickt
1
s = —dE+ Lav Physik

T T
dS exaktes Differential

oS oS
= — E — Math ik
ds <8E)Vd + <8V>de athemati

1/T p/T

e Thermische und kalorische Zustandsgleichungen des ideales Gases:

3 3
oS G\ [/ 3N \?!3V (drm\? . 31
- o= (2Y) k(2 SY (T g = NkD
T (6E)V’N (V) (47rmE) 25 <3N ) ’ %5

aufere Xbleitung innere Maleitung

—_
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Beachte und merke: Ableitung der makroskopischen Gleichungen aus mikroskopi-
schen Eigenschaften

Zusammenfassung:
e Betrachte abgeschlossenes System: (E, V| N)
e Zustandssumme (F): Anzahl der zugénglichen Mikrozustinde
e Wahrscheinlichkeit fiir Mikrozustand r: p, = ﬁ, Grundpostulat

e Berechnung der Anzahl der Mikrozusténde:
o(B) = [ da 5(E ~ H(a.5)

e Problem: Uberabzihlbar unendliche viele Mikrozustinde

e Annahme:

0o: Proportionalitétskonstante

e Eingeschlossenes Phasenraumvolumen

mm:/‘ mwz/@@@w—ﬂ@@>
H(q.p)<E

e Satz von Cavalieri

dw
E)=—
o(B) = —%
Somit L4 L d
W
UWE)= ——=—— | dgdp©(E — H(q,

e [deales Gas:

Thermodynamik, Seite 38:
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— Leite Zustandsgleichungen phdnomenologisch her
— Nimm 1. Hauptsatz

— Lo6se nach dS und integriere
Statistische Physik:

— Hamiltonian:

N
H(Qi,pz‘) = Z p;l

— Integration iiber ¢ trivial: V¥
— Integration iiber p: 3N-dimensionale Kugel
— Entropie: S = klog Q, Gl (28)

— Ergibt (makroskopische) Zustandsgleichungen aus (mikroskopischem) Ha-
miltonian

9.4.1 Gibbs’sches Paradoxon (1887)

e (Lo (5 (@))]

e Die Entropie ist (muss) extensiv (sein)

Umformulierung von Gl. (28)

S(E,V,N) = Nk

Gl. (28) kann nicht richtig sein.

e Mit E/N der Energie pro Teilchen, V//N dem Volumen pro Teilchen ist Entropie
in Gl (28) nicht extensiv.

e Hier diirfen Sie wieder verwirrt sein. Oder sieht jemand einen Fehler in den
obigen Rechnungen ?

Gibbs’sches Paradoxon

e Betrachte abgeschlossenes System mit zwei Teilsystemen A & B, Ty =T =T,
bPAa=DPB

e Druck und Temperatur identisch

e Unterschiedliche Gase in A & B
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e Entropie

fo%izl = SA(T7 VA7 NA) + SB(T7 VB7 NB)
e Entferne Trennwand

Spach = Su(T,Va + Vi, Na) + Sp(T, Va + Vs, Np)

o Mit

S =Nk <; + log Z(mekT)2/3) = gNk; + NklogV + const.
o

ist Mischungsentropie

A‘Svmisch = Sz)%z}ll - Z)oiq;l
= Nuklog(Va+ Vg) + Npklog(Va + Vp) — Naklog V4 — Npklog Vg
Vai+V, Vai+V,
ASpisen = Naklog [ A8 4 Npklog (A8 < g (29)
VA VB

Verwende nun identische Gase

Snach — S(T,Va + Vg, Na + Np)

Fithrt wiederum auf Gl. (29), Zunahme der Entropie

e Das kann aber nicht sein ! Zustdnde physikalisch nicht unterscheidbar
Makroskopisch findet kein Prozess statt
Herausziehen der Trennwand ist reversibler Prozess: AS =0
Was ist falsch ?

e Klassisch sind Teilchen unterscheidbar, individuell, “anmalbar” und damit
durchnumerierbar.

Die durchnummerierten Teilchen beider Seiten verteilen sich irreversibel iiber
das gesamte Volumen, Entropie nimmt zu

Quantenmechanische identische Teilchen sind ununterscheidbar
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e [Osung

Es gibt N! Moglichkeiten N identische Teilchen anzuordnen — Teile Zu-
standssumme durch N!

Q(E,V,N) = %—U(E’ V,N)

Ergibt fiir das ideale Gas:

00
3 V [drmE\?
™m
2 flog | = —k log N!
2+°g<&( 3N)) =
~Nlog N—N

5 g [V (ATmE 2
2 T8\ N \ 3N
e Unterschiedliche Gase

ASmisch = NAkrlog M +NB/{?10g M —NAklog ﬁ —kalog E
N N Na

S(E,V,N) = Nk

und damit

S(E,V,N) = Nk

(30)

A B Np
Va+ Ve N Vi+ Vg N
= Njklog (%ﬁ) + Npklog (%BBV_;‘)

Gl. (29) bleibt unverandert AS,,;sen > 0

e [dentische Gase

B Va+ Vg Va Ve\
ASpiseh = (Na+Np)klog <NA n NB) — Naklog (NA) — Nyk log (N > =0

da
Va+Ve Vi Vi

Ni+N; Ni Ng
Druck andert sich nicht
Merke: Gibbs’scher Korrekturfaktor % von 1878

e korrigiert Widerspriiche einer konsequent klassischen Statistischen Physik

e beriicksichtigt die Ununterscheidbarkeit identischer quantenmechanischer Teil-
chen
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9.4.2 Quantenmechanische Berechnung

e Ideales Gas: Keine Wechselwirkung

Schrédinger Gleichung

H(xq, ..., x,) = EY(xy,...,2,)
vereinfacht sich zu
N

H=> hi(x;)

=1

Aus Losung von 1-Teilchen Schrédinger-Gleichung

hi(xi)pi(w;) = €¢i(w;)

ergibt sich N-Teilchen Wellenfunktion durch Produktansatz®

m%mxmzﬂ@@)

e Dieser 16st die N-Teilchen Schrédinger-Gleichung

oo (e (e e

mit Gesamtenergie £ =) . ¢;

e Beispiel N =2

(h1 + h2) P12 = hig1 P2 + P1 haty = (€1 + €2) P12 = Ep1¢2
~— ~—~

=e101 =€202

Ideales Gas:

e Volumen sei dreidimensionaler Kasten mit Kantenldnge L

3Kap. 12 Quantengase wird zeigen, dass dies nicht richtig ist
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e Ein-Teilchen Wellenfunktion
NgTT . NyTY . N,TZ

Yngnym. = Asink,x sinkyy sink.z = Asin 7 sin 7 sin 7 Mg, Ny, N, = 1
e Impulseigenwerte pro Richtung
h
bi = ﬁnz
e Ein-Teilchen Energie:
€npiny e = (Zgz = %(ki + k2 + k) = 87212 (n2 + n; 4+ n?)
e Gesamtenergie:

R 3N )
b= ;”

Das ist fiir N > 1 wieder eine Kugel, jetzt mit Radius:
R=\/8mEL*/h?

In analoger Rechnung zu oben ergibt sich:

w(E,V,N) = <V)N (2rmE)3N/2

h3) 3N/2T(3N/2)
Beachte:

— Quantenmechanischer Zustand auf klassischen Phasenraum {ibertragen
braucht ein Volumen h3. Unschérferelation.

— Unterschied zum klassischen Fall: Wir zdhlen Zustdnde ab, damit entfallt
das (klassische®) Problem mit oy, w(E,V, N) ist dimensionslos

e Zustandssumme

QE,V,N) = ( Vv ) N 2rmE)N?

h3 T(3N/2)
Hier braucht man technisch £ < E, < E + AF

4Wortspielverdacht !
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e Stirling-Néherung fiir ['(3N/2)
e Gibbs-Korrektur % per Hand, Stirling-Né&herung

e Und schlieklich

S(E,V,N) = Nk

(31)

5 o [V (AmE :

2 8\ s BN

e Proportionalitdtskontante & in Gl. (30) ersetzt durch Volumen der Phasen-
raumzelle h3

Gibbs-Korrektur immer noch per Hand, wird erst in Kap. 12 Quantengase

gelost
7. Week
Zustandssumme revisited, klassischer Limes 15
e Erinnere

o(E) = / dgdps(E — H(7, 7))

e Damit Zustandssumme

0o

Eine Zustandssumme sollte als Anzahl dimensionslos sein.

e Das kriegen wir jetzt geschenkt

B = ]\(;!<f?N

Das bleibt auch im klassischen Limes so

— N! aus Ununterscheidbarkeit der Teilchen, solange sie ununterscheidbar
sind
— h3N aus Phasenraumzelle

e Fiir sonstige quantenmechanische Effekte gibt es einen klassischen Limes, siehe
Kap. 114
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e Betrachte thermische de Broglie-Wellenldnge:

h
vV 2rmkT

Bedeutung: Mittlere Ortsunschérfe, die zur mittleren Energie €, = %kT, also
zum mittleren Impuls | | = /2méy;, gehort

Damit wird Gl (31) mit Volumen pro Teilchen v = % zu

S(E,V,N) = Nk B +log (%)1

e Giiltigkeitsbereich der klassischen Naherung
v

6 > 1 Mittleres Volumen pro Teilchen > Unschéarfevolumen

— geringe Dichten
— hohe Temperaturen

— grofse Massen

Beispiele:

— Gasformiges Neon bei 100°K: v/A\3 ~ 10°
— Elektronen im metallischen Leiter bei 300°K: v/A3 ~ 1073

9.5 Shannon-Information

e Shannon (1948) untersuchte die Information, die man in einem verrauschten
"Kanal” iibermitteln kann. Er fiihrte das "Bit” ein

e Wieviele Bits sind nétig, um eine bestimmte Information zu iibertragen ?

e Zentrale Grofe, die Shannon-Information oder Entropie:

N
==Y plogp
=1
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Motivation:

e Betrachte Schachbrett, 64 Felder, eine Figur
e Frage: Wo ist die Figur 7 p; = 6%1
o Effizienteste Strategie:

— Halbiere Schachfeld in rechts/links

=1
32

— Je nach Antwort, halbiere rechte oder linke Halfte

_ 1
16

— Frage: Ist Figur links 7 p;

— Frage: Ist Figur oben 7 p;
— Und so weiter ...

— Nach 6. Frage: p; =1

Aus anfénglicher Wahrscheinlichkeit — und damit Unsicherheit — p; wird nach
n Fragen Sicherheit, p = 1

Die am Anfang fehlende oder am Ende gewonnene Information ist
2"p; =1

e Definiere Information
I; :=n = —log, p;

Die mittlere Information ist

I= sz‘]z‘ = —sz‘ log, p;

Beispiele:

o Wiirfel

|~

Di

damit
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1,1
I:—ZéloggzlogG

i=1

Betrachte manipulierten Wiirfel, der immer eine 6 liefert

I =0 wegen Olog0O = 0 mit Satz von I’'Hospital, 1log1 =0

Bedeutung: Shannon-Information = Mafs fiir Unwissenheit vor der Messung
bzw. Neuigkeitswert (Unwissenheitsreduktion) nach der Messung®

e Fiir mikrokanonisches System gilt fiir Wahrscheinlichkeit der Mikrozusténde r

1
Pr=gq

damit Information
1 1

Zusammenhang Information / und Entropie S

e Betrachte N Teilchen, die mit Wahrscheinlichkeit p; = n;/N in M unterschied-
lichen Zusténden sind o
S =N
i=1

e Ziel: Driicke S = klog 2 direkt durch die p; aus
e Gegeben die Besetzungszahlen n;, ist die mikrokanonische Zustandssumme

N!

Q(?’Ll,ng, ce

®Ich hoffe, dass diese Vorlesung nicht zu nieder-entropisch ist :-)
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e Mit Stirling logn! ~ nlogn — n folgt:

% = NlogN—N—Znilogni—i—Zni
7 z:N

= NlogN—NZpilongi

= NlogN—NlogNZpi —szilogpi = —szilogpi

——
=1

Damit ist die Entropie
S=—kNY pilogp, (32)

Statistische Mechanik als Anwendung der Informationstheorie

Eigenschaften:
e Esgilt 1 > 0.

e BExtremfall:
I =0, wenn p; = d;4,

Kenntnis iiber Mikrozustand (und Markrozustand) nimmt bei Messung nicht
zu, wenn sich Mikrozusatnd mit Sicherheit in einem bestimmten, bekannten
Zustand befindet.

e Die Funktion f(z) = —zlogx ist konkav

f (Z Mz‘%‘) > ZMZf(xZ) fir 0 < p; <1, Z,ui =1

Ferner:

f0)=/f(1)=0
Sehr seltene und sehr haufige Ereignisse tragen wenig zur mittleren Information
bei

— Sehr seltene, weil sie selten sind
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— Sehr haufige, weil Informationsgehalt gering

e Miinzwurf

Y

P
e Quantenmechanik:
— p; Wahrscheinlichkeit fiir gemischten Zustand
— Dichtematrix
p= wili)i
— Information:
I'==5p plogp 8. Wo-

h
e Information einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) ist un- che

endlich.
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Sei p; = p(x;)Ax
I = - Zpi logpi = — ZP(%’)AQ? log (pi(z;)Ax)

7

= - ZP(%’)AI log p(;) — Zp(xi)Ax log Az
Ar — dxr —0, ZAw%/dm

I = —/p(a:) logp(x)dx—logdx/p(x)dx — 00

| S—
=1

Macht Sinn, da jede Realisierung einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits-
verteilung unendlich unwahrscheinlich ist®

Gilt in der klassischen Mechanik. Erst natiirliche Beschrankung auf Phasen-
raumzelle A3V durch die Quantenmechanik liefert verniinftige Definition

e Fiir kontinuierliche Verteilungen, betrachte differentielle Entropie

B / p(z) log p(x)

Hat aber keine so schénen Eigenschaften:

— nicht skalierungsinvariant, macht zwar fiir gegebene skalierbare Verteilung
Sinn, aber Vergleich verschiedener Verteilungen schwierig

— Kann negativ werden
Landauer-Prinzip (1961)
e Thermodynamische Entropie hatte was mit Wéarme zu tun.
e Findet sich das in der statistischen Informations-Definition wieder 7

e Ja ! Landauer-Prinzip

Das Loschen eines Bits an Information fithrt zur Abgabe von Warme

Q = kTlog?2

Experimentelle Bestatigung: 2012, der Drops ist nicht gelutscht

6Siehe Douglas Adams "Per Anhalter durch die Galaxis” Der unendliche Unwahrscheinlichkeits-
drive.
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e Gibt theoretische Untergrenze fiir Verlustleistung von Computern

e Gilt nicht fiir Quantencomputer ...

9.6 Prinzip der maximalen Entropie

Jaynes (1957)

e Generell gilt fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung notwendiger Weise nur die
Eigenschaft:

Andere Eigenschaften, z.B. (z) = p, Var(z) = o* zeichnen bestimmte Vertei-
lungen aus

e Mochte man zusétzliche Eigenschaften haben, sollten auch wirklich nur diese
Eigenschaften einbezogen werden.

e Anders formuliert: Jenseits der zusétzlichen Eigenschaften sollte die Verteilung
maximal iiberraschend, i.e. maximal-entropisch sein

e Fiihrt auf "Optimierung unter Nebenbedingungen” und damit Lagrange-
Multiplikatoren

Beispiel 1:
e Betrachte Wiirfel. Wir wissen nur Z?:1 pi =1
e Fiihrt auf

0
o, <_;pilogpi - )\;pz) =0

Ergebnis:

—logp;—1-A=0 = pj=¢ '

e )\ ergibt sich aus Normierung Z?:l pi=1

1

Beispiel 2:
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e Betrachte die Ereignisse, bei denen nach N Wiirfen die Summe der Augenzah-
len a; grade einer vorgegebenen Zahl A entspricht

A:anal:NZplal

bzw. fiir die mittlere Augenzahl (a) gilt:

e Dies gibt weitere Nebenbedingung
> pia; = (a)

Lagrange-Multiplikatoren Ansatz:

aip (—Zpilogpi -\ Zpi —/\22]%@1) =0
J i ) 7

e Ergibt
—logpj —1 —)\1 —)\gaj =0
oder
pj = 6717)\17)\2%, pj o ef)\gaj
eine Exponential-Verteilung
e—)\zaj

mit Normierung

Z = g e N2di
i

77) wie Zustandssumme

Bezug zur Statistischen Physik
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e Sei nun

a; = € Energieniveaus
A— E=)5.n=N(e) = const. Gesamtenergie
N =)".n; = const. Teilchenanzahl

e Zentrales Ergebnis der Statistischen Mechanik: Besetzungswahrscheinlichkeiten
p; der Energieniveaus ¢;

—A2€;

Pizez ; Zzzeﬂm

e Bestimmung von A\,

Mit GL (32)
S = —kN Zpi logp; = —kN Zpi (—Xa€; — log Z)

= kME+ENY pilogZ = kME +kNlog Z

0S5 1
(a—E)V,N ST

1
)\2:ﬁ:ﬁ

erhalten wir

und somit die Boltzmann-Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeit der Besetzung
der Energieniveaus:

—H P
P = e kT _ e : 7 — Zefﬂei (33)

Merke:

e Im mikrokanonischen System (E,V,N) sind alle Mikrozustdnde r:
(x1,...,ZN,D1,.-.,pn) mit Energie E gleich wahrscheinlich

» = — = const.
Pr=19



e Die Energien ¢; der einzelnen Teilchen ¢ sind aber unterschiedlich.

e Die Besetzungswahrscheinlichkeit p; = n;/N der Energieniveaus ist durch den
Boltzmann-Faktor

pi o € iF
gegeben

Prinzip der maximalen Entropie hat in vielen Bereichen der Datenanalyse und
Modellbildung Anwendung, wenn es um “vorurteilsfreie” maximal-entropische
Ansétze geht

Prinzip der maximalen Entropie fiir kontinuierliche Verteilungen, Variationsrechnung

e Bei gegebener Varianz maximiert Gaufkverteilung die differentielle Entropie fiir
alle p(x) mit Trager (—oo, 00). Sie ist die "zufélligste” aller Verteilungen.

e Fiir kompakten Trager ist es die Gleichverteilung

9.7 3. Hauptsatz revisited

Frage: Wie verhalten sich Systeme bei kleinen Werten der inneren Energie ?

e Quantenmechanische Systeme haben {iblicherweise genau einen Zustand mit
niedrigst moglicher Energie Ejy, den Grundzustand.

e Im Grenzfall gilt somit

QFE) =1 fir E— E,

und damit
S(E) =klogQ(E) =0 fir £ — E (34)

e Erinnere Zustandssumme des idealen Gases

0E) <%) 3N/2

Dieses gilt verallgemeinert fiir viele Systeme, mit f den Freiheitsgraden des
Systems, v den inneren Freiheitsgraden der Teilchen, z.B. Rotations- oder Vi-
brationsfreiheitsgrade von Molekiilen, siche Kap. 11.3
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s (5)

e Fiir Anregung von Freiheitsgraden steht die Energie £ — Ej zur Verfiigung

Ergibt fiir die Zustandssumme:

Q(E) < (E — Ey)!

Es folgt:
1 0S(E)  0OlogQE) O0log(E — Ey) vf
T~ 98 "ep " T e “E-E

Daher bedeutet £ — Ej soviel wie T — 0

e Physikalische Bedeutung der Temperatur:
E - E,
vf

Temperatur: Verfiigbare Energie pro Freiheitsgrad

T

e Aus Gln. (34, 35) folgt der 3. Hauptsatz:

lim S(T) =0

T—0

Aber beachte: Frustrierte Zustande

E—>E0
—

o0

(35)

e Betrachte System aus drei Spins mit jeweils paar-weiser negativer Kopplung

Hamiltonian:

H = S182 + S2S83 + S381



e Alle sechs Zustéande sind gleich wahrscheinlich

lim S(T') = klog6

T—0
9.8 Entropische Krafte revisited
Erinnere: Freie Energie F' = U — T'S, isothermisches System im Wéarmebad

e Minimierung der Energie gegen Maximierung der Entropie, widerstrebende
Krifte

e Betrachte Aggregationsmodell von zwei ununterscheidbaren Teilchen in Volu-
men mit N Gitterzellen

@ (©)
Wiérmebad
Monomer
@ | ©
Wiérmebad
Dimer
e Dimer sei mit Bindungsenergie Up = —e energetisch begiinstigt

Vergleiche freie Energie fiir Dimer mit der fiir zwei Monomere

Pure Energieminimierung wiirde Dimer bevorzugen.

Aber: Monomerzustand hat mehr mogliche Positionen = entropisch bevor-
zugt

e Energie zur "Uberstimmung” von Bindungsenergie ¢ kommt aus Warmebad
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Betrachte Dimer
e Es gibt V — 1 Positionen fiir den Dimer, Bindungsenergie Up = —e¢

e Damit freie Energie:

Fp=Up—TSp=—€e—kTlog(N —1) = —e — kT'log N
Betrachte Monomer
e Anzahl der Mikrozustande:

N! N(N —1)

Qs = Qpotat — Up = —————
M total D 21 (N —2)!

o Mit
N(N -1)

5 _(N_1):<5_1)(N_1)

Freie Energie:
2

N N
Fy = Uy =TSy = —kT log {(5 — 1) (N — 1)] ~ —leogT

=0

A

IS

e Stabilerer Zustand: Der mit der kleineren Freien Energie
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e Bei niedriger Temperatur Dimer, bei hoher Monomer, bei Ty mit Fp = Fy
gleich stabil.

—e — kTylog(N — 1) = —kTylog [(g - 1) (N — 1)}
N
e = kTylog (— — 1)
2
€
T ~
0 klog(N/2)

Lessons learned
e Statistische Entropie driickt Unwissenheit iiber Mikrozustand aus
e Verbindung von statistischer und thermodynamischer Entropie
e Entropie des ideales Gases in drei Schritten

— Klassisch

— Gibbs-Korrektur N! aus Mischungsentropie
— Quantenmechanisch: Richtiger Normierungsfaktor h3"

Gibbs-Korrektur immer noch per Hand, Kap. 12
— Unzulénglichkeit der rein klassischen Statistischen Physik

Verbindung zur Shannon’schen Informationstheorie

Prinzip der maximalen Entropie, Boltzmann-Verteilung der Besetzungszahlen

Verstandnis des 3. Hauptsatzes

Freie Energie und entropische Kréfte

8. Week
15

10 Gesamtheiten

Auch als Ensemble bezeichnet.
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Big picture: In der Thermodynamik hatten wir in Kap. 6 Thermodynamische Poten-
tiale basierend auf makroskopischen Zustandsvariablen eingefiihrt

e Abgeschlossene Systeme:
Innere Energie: U(S,V, N)
Entropie: S(T,V, N)
e Geschlossene Systeme im Wérmebad
Freie Energie: F'(T,V, N)
e Offene Systeme im Warme- und Teuilchenbad

Grofskanonisches Potential ®(7,V, u)

Jetzt: Blick darauf aus mikroskopischer Sicht.

Ausgangspunkt:

e Grundpostulat der Statistischen Mechanik: Im abgeschlossenen System sind
alle Mikrozustdnde mit der Energie E gleich wahrscheinlich.

= Zustandssumme ergab sich durch einfaches Abzéhlen der Mikrozustédnde

e In nicht abgeschlossenen Systemen treten Mikrozusténde mit unterschiedlicher
Energie auf. Mikrozustande sind nicht gleich wahrscheinlich.

— Zustandssumme muss dies durch eine Gewichtsfunktion p(q, p) berticksich-
tigen.

10.1 Ergodenhypothese

e Will man den Erwartungswert (f) einer Grofe f eines thermodynamischen
Systems bestimmen, so ist der natiirliche Ansatz das Zeit-Mittel :

Pz = Jim 5 [ dertate).pie) (36)

T—o00

Auf Grund der Komplexitét der Dynamik nicht realistisch auszurechnen
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e Aber: Die Dynamik des Systems induziert eine Dichte p(q,p) im Phasenraum

Damit sollte sich der Erwartungswert (f) auch durch das Schar-Mittel oder
Ensemble-Mittel mit Phasenraumdichte p(q, p) bestimmen lassen:

(f)s z/%p(q,p)f(q,p) (37)

e Intuition:

Schar-Mittel mittelt {iber viele "Kopien” des makroskopischen Systems, die je-
weils in einem bestimmten Mikrozustand gemaéfs der Zeitentwicklung sind.

e Ergodenhypothese besagt

(s =(fz

Anschauung;:

e N-maliges wiirfeln mit einem Wiirfel, Zeitmittel, sollte statistisch das selbe
ergeben wie einmaliges Wiirfeln mit N Wiirfeln, Scharmittel

Wann gilt Ergodenhypothese ?

e Boltzmann (1887): Jede Trajektorie geht durch jeden erlaubten Punkt des Pha-
senraums

e Erwies sich als zu streng.

e Quasi-Ergodenhypothese: Jede Trajektorie, abgesehen von einer Menge vom
Maf Null, kommt jedem erlaubten Punkt des Phasenraumes beliebig nahe

Anschaulich machen am Torus, kommensurabel, inkommensurabel, generisch
Die zwei typischen Ausnahmen:

e Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen im Doppelmulden-Potential
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Y

W=E, E einzeichnen

Wird bei Phasentibergédngen Kap. 14 relevant
e Algebraisch langsame Dynamik
— Typische Dynamik des Mischens:
(@) a(t—1)) ~ e

Exponentiell: Immer schnell

— Langsam: Algebraisches Mischen, speziell in Nicht-Gleichgewichts Syste-
men:
(x(t)x(t —7)) ~ 77"

Beispiele: Glaser, komplizierte Energie-Landschaft

E A

.

Konfiguration
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Zurick zur Statistischen Mechanik

Zeitmittel viel zu kompliziert zum expliziten Ausrechnen

p in Scharmittel i.a. auch zu kompliziert zum explizierten Ausrechnen

Aber, Ergodenhypothese sagt, dass es die Dichte p gibt

Es wird sich zeigen, dass die Zustandssumme die zentrale Grofse ist

Das Programm im folgenden

Betrachte drei verschiedene physikalische Situationen

Leite Zustandssummen her

Einmal physikalisch

Einmal unter Anwendung der Methode der maximalen Entropie

Rechne alles aus firs ideale Gas

10.2 Mikrokanonische Gesamtheit

e Betrachte abgeschlossenes System

e Volumen und Teilchenzahl sind fest, Energie auf kleines Intervall [E, E + A
beschrénkt

Physikalische Herleitung

e Grundpostulat: Alle Mikrozustdnde mit gleicher Energie sind gleich wahr-
scheinlich

e Zustandssumme:

Q(E,V,N) = Anzahl aller zugénglichen Mikrozustédnde r mit £ < F, < E4+A

e Boltzmann-Faktor e=?¢ gibt Wahrscheinlichkeit fiir Vorliegen eines Teilchens
mit Energie ¢;, siche Gl. (33)

e Entropie:
S(E,V,N) =klogQ(E,V,N)
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e Alles weitere fiir ideales Gas folgt wie oben
Prinzip der maximalen Entropie:

e Einzige Nebenbedingung an p;: > . p; =1

0
o0, (—;piIngi - A;m) =0

ergibt

1
—logp,—1-XA=0 — pi:e_l_’\zﬁ

10.3 Kanonische Gesamtheit

e Mikrokanonische Gesamtheit war iiber vorgegebene Energie in abgeschlossenem
System definiert

e Jedes beliebige Sytem kann unter Aufnahme einer hinreichend grofsen Umge-
bung in ein mikrokanonisches verwandelt werden

e Aber: Rechnungen in der mikrokanonischen Gesamtheit sind oft schwierig
e Ferner: Umgebung interessiert in der Regel nicht.
e In Praxis oft Temperatur vorgegeben.

e Betrachte sehr grofes Wéarmebad B, in das System S eingebettet ist. Erlaubt
Energieaustausch

e Erinnere freie Energie F' mit natiirlichen Variablen (7', V, N)
Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mikrozustéande r

e Im Gesamtsystem gilt
Es + Egp = E = const.

Bad grof gegen System:
Es Ep
—=1-—x1
E E <
Da Eg, Ep # const., kann System S Mikrozustdnde r mit unterschiedlichen

Energien E, annehmen.
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e Frage: Wahrscheinlichkeit p, fiir einen Mikrozustand r mit Energie E,. 7

pr < # Mikrozusténde in Gesamtsystem S & B, fiir die S in Mikrozustand r
mit F,

Da Mikrozustand r in S ein bestimmter ist:

Wahrscheinlichkeit p, fiir Mikrozustand mit E,. im System S:

br X QB(-E - E’/’)

Da E, < E =~ Ep und log Q25 extensiv, Taylorentwicklung von log {25

dlogQp(E
logQp(F — E,) = log Qp(FE) — Oga—EB() E. + ...
=B
mit
= 1108  0OlogfE)  0logQp(E)
kT kOE  OE ~  OE
e Damit
pr X Qp(E — E,) ~ Qg(E) e P&
Ergibt
]_ 7,3E
Dy = 7 e 77" Boltzmann-Faktor

7 = Z e PFr Kanonische Zustandssumme
T

e Merke: Ableitung der Entropie des Warmebades bringt dessen Temperatur g =
% ins Spiel.
e Beachte:
— Kanonische Gesamtheit: Boltzmann-Faktor e ##r gibt Wahrscheinlichkeit
fiir Mikrozustand r mit Energie E,

— Fir feste Energie F, des Systems S sind alle zugénglichen Mikrozusténde
r wieder gleich wahrscheinlich. Mikrokanonische Situation.
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— Mikrokanonisches Gesamtheit: Alle Mikrozusténde r gleich wahrschein-
lich. Boltzmann-Faktor e~#¢ gibt Wahrscheinlichkeit fiir Vorliegen eines
Teilchens mit Energie ¢;, siche Gl. (33)

— Ab jetzt r — 1

e Thermodynamische Grofen f ergeben sich in kanonischer Gesamtheit als Mit-
telwerte:

Ganz im Sinne des Schar-Mittels

Ableitung iiber das Prinzip der maximalen Entropie
e Volumen und Teilchenzahl sind fest

e Temperatur ist vorgegeben, Temperatur bestimmt Erwartungswert der Energie
(E)

e Nebenbedingungen p;: > .p; =1, E: Y . p;E; = (E)

% <—sz' log p; — )\Zpi - 52]%5;) =0
J i i i

ergibt
1
_logpi—l—)\—ﬁEi:O — pizie_ﬁEi

So einfach kann das gehen :-) Klausur

Die kanonische Zustandssumme
i

mathematisch nur ein Normierungsfaktor, ist zentral fiir die Statistische Mechanik

Beispiele:
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e Innere Energie

U ist Mittelwert der Mikrozustandsenergien des Systems

= ZPz’E@' = %ZeﬂEiEi

Mit 57
_ —BE; 1.
% = ; e .EZ
und 91 Z
Og Z _BEZ
e E;
ist
107 Odlog Z 5 Olog Z
=———=— = kT
v Z 0p op or
e Entropie

Erinnere Gl. (32), allerdings ohne Faktor N, da hier N-Teilchen Mikrozusténde,
nicht Einteilchenzustidnde

S = —k:E pi log p;
k e PE
_ —BE;
= —7 g e log
= k:ﬁ—lE B4 2 Zy et
N 7 L€ 7 %8 ‘

=(BE)=U —Zz

U dlog Z
= T%—klogZ— kT T

e Freie Energie

F:U—TS:U—T(%—FklogZ)
ergibt
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F=—kTlogZ

Bringt mikroskopische Zustandssumme mit makroskopischem thermodynamischem
Potential zusammen

Analogie:
— Freie Energie F/(T,V, N) ist thermodynamisches Potential zur kanonischen

Zustandssumme Z(T,V, N)

— Entropie S(E,V, N) ist thermodynamisches Potential zur mikrokanoni-
schen Zustandssumme Q(FE,V, N)

Kanonische Zustandssumme: Die wichtigste Grofse in der Statistischen Mechanik

Merke: Alles folgt aus einer Normierungsgrofse !

Zusammenhang kanonische und mikrokanonische Zustandssumme:

e Kanonische Zustandssumme

7 = Z e PP

Index ¢ lauft {iber alle Mikrozustdnde mit Energie F;, inklusive Mehrfachzéah-
lungen

e Fasse Mikrozustiande gleicher Energie zusammen, so folgt

Z =Y Q(E)e (38)

mit Q(Ey) der Anzahl der Mikrozustdnde mit Energie Ej, Index k lauft iiber
Energiewerte. Keine Mehrfachzahlungen mehr.

e ()(E}) ist mikrokanonische Zustandssumme fiir Energie Ej

e Merke: Kanonische Zustandssumme ist thermische Mittlung {iber die mikroka-

nonische Zustandssummen
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e Gl. (38) mit Argumenten, V, N unterdriickt
Z(8) =) QB e
k

stellt eine diskretisierte Laplace-Transformation oder Z-Transformation dar:

Laplace-Transformation:

f(s) = /OOO dr f(z)e™** s € C

— Wird oft zum Losen von Differentialgleichungen verwendet
— Mit
s=1ww, weR

ergibt sich Fourier-Transformation

Ideales Gas

e Kontinuumslimit

= (q17"'anap1a-">pN)

1

i

7 = dqdpe‘ﬁH(q’p)

e N-Teilchen Zustandssumme aus 1-Teilchen Zustandssumme

2(8,V,N) = :2(8,V. )"

Gibbs-Korrektur nach wie vor per Hand.

e 1-Teilchen Zustandssumme

Njw

| <

1 2 2mm
— —Bp</(2m) _ —
Z(5>V>1)—Vh3/dp6 P/ ( )_V(ﬁfﬂ) =

Erinnere: \: Thermische de Broglie Wellenlénge
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e N-Teilchen Zustandssumme

1 VN
Z(B,V.N) = N1 ey

Erinnere, wie schmerzhaft die Rechnung in der mikrokanonischen Gesamtheit
war, Kap. 9.4

e Freie Energie

3/2
F=—kTlogZ = —NET (1 +log (% (%ZZM) ))

damit folgt:

_ (9F\  NkT
p = WV )pn V

OF 5 V [ 2rmkT\>?
0T ‘(a—T)V,N—N’f(TI"g(N( ) ))

Identische Ergebnisse wie in der mikrokanonischen Gesamtheit

9. Week
15

10.4 Groflkanonische Gesamtheit 10. Halb-

woche
Betrachte offenes System, bei dem sowohl Energie als auch Teilchen ausgetauscht

werden konnen.

Physikalische Ableitung der Zustandssumme

e In Analogie zur Ableitung der kanonischen Gesamtheit, S: System, B: Bad

Es+Eg=FE, Ng+Np=N

Wahrscheinlichkeit p; y, fiir Mikrozustand mit Energie E; und Teilchenzahl N;

Di,N; X QB(E —E;, N — Ni)
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e Wieder Taylor-Entwicklung:

Ologflp ., OlogQlp

IOgQB(E—E“N—NZ) ZIOgQB(E,N)— aE i 8N

e Mit

dlogQlp 105 1 _ 3
oEF  kOE kT

dlogQlp  10S —p 5
oN  koN _kr _ H

Damit folgt:
1
PiN, = ?G_B(Ei_“Ni) Wahrscheinlichkeitsverteilung

Y(T,V,u) = Z e PE—1N)  Grofkanonische Zustandssumme

)

Ableitung mit der Maximum-Entropie Methode:

e Die Erwartungswerte von Energie £ und Teilchenzahl N sind vorgegeben

e Nebenbedingungen:

sz‘ =1, ZpiEi = (E), ZpiNi = (N)
Damit

0

ap; (— sz'l()gpi + )\Zpi - 52]%571‘ + BuZpiNZ) =0
J i i i i
Ergibt:

1
—logp; — 1+ \X—BE; +BuN; =0 — p;= ?efﬁ(Eif,uNi)

Oft benutzt: Fugazitit z = e*
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e (Grofkanonische Zustandssumme:

o0

Y(T,V,p) = 3 e PEmmN) _ §7 il §7 =it

i N=0
Erinnere kanonische Zustandssumme:
Z(T,V,N)=> e P

ergibt wieder diskretisierte Laplace-Transformation:

Y(T,V,u) = Z(T,V,N) e

N=0

e Grofskanonische Zustandssumme: Mittelung iiber kanonische Zustandssummen
mit unterschiedlichen Teilchenanzahlen

Analog zu: Kanonische Zustandssumme: Thermische Mittlung iiber mikroka-
nonische Zustandssummen

Aus grofkanonischer Zustandssumme folgen thermodynamische Gréfsen:

e Innere Energie

alogY 1 —B(E;—uN;)
= 3 (= E N;
95 Y;(i (—Ei + pN;)

= —(E) +p{N;) = =U+uN
Damit
dlogY
U=— N
o M
e Teilchenzahl
dlogY

1 LN,
G = 7 2 TN = B(N) = BN

N_lalogY_ZﬁlogY
B on 0z
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e Entropie

S = —kszlogpz——kZpl N;) —logY)
= kﬂszE kﬂuszN +klogYsz
H,_/ W—/ \,_/
(Ey)=U (Ni)=N =1

Damit 1

= T(U — uN) +klogY

Beziehung zum Grofkanonisches Potential ®, Kap. 6.6

e Erinnere Legendre-Transformation
® = U-TS—uN
o = U-T (%(U—MN) —|—klogY) — ulN
® = —kTlogY
in Analogie zu F' = —kT log Z

e Euler-Gleichung

v
b=U—-TS—uN =—-pV — Y—exp(iT)

Betrachte nicht-wechselwirkende ununterscheidbare Teilchen

e Kanonische Zustandssumme

1
Z(T,V,N) = mZN(T V1)

Grofikanonische Zustandssumme
1
Y(T,V,p) =) 55 (GZ(T.V,1)Y = exp (2Z(T, V1))
N

e Grofskanische Zustandssumme folgt direkt aus kanonischer Ein-Teilchen Zu-
standssumme
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e Beispiel ideales Gas:

Z(T,V,1) = % A= —

2mkT
O(T,V,p) = —kTlogY = —kTeV ( G )

10.5 Aquivalenz der Gesamtheiten

Im thermodynamischen Limes wird alles gleich

Gesamtschau ideales Gas

e Mikrokanonische Gesamtheit

V 47TmE 3/2
S = k;logQ-kN( —i—log( N Nh2) )
E

N——

1 oS
T = 9E Nkﬁ —§N’fT
P 0S Nk
= = —= == = NkT
T awo v W
e Kanonische Gesamtheit
Z(T,V.N) = L (V"
BV =
0 0 3
E = log Z = kT?*—1 Z_—Nk:T
o3 8 ar 8
p 0 N
— = —logZ =— V = NkT
) A
e Grofkanonische Gesamtheit
2V
Y(T,V,z) = ZZNZ(T, V,N) =exp iy
8 2V
= 2] = =1
N za ogY = el ogY
0 3. zV 3
E = ((wlogY—i-uN —kTF—§Nk‘T
pV B B 2V B
T = logY—)\3 N = pV =NkT
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e Dass die Zustandsgleichungen jeweils identisch sind, {iberrascht nicht, da die
entsprechenden thermodynamischen Potentiale durch invertierbare und damit
informationserhaltende Legendre-Transformationen auseinander hervorgehen.

10.6 Fluktuationen

e Definiere Zustandsdichte:

00(E)
E)y=——">">
9(E) = —p
Damit Wahrscheinlichkeit pg, im kanonischen Ensemble ein System bei vorge-
gebener Temperatur T = % zu finden:
p(B) = - g(E)e
mit -
Z = / dE g(E)e PE
0
Beachte:

— Zustandsdichte g(FE) wéchst im Allgemeinen stark mit F

— Boltzmann-Faktor e #¥ fillt exponentiell mit F

— Folge: px(F) hat Maximum
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Maximumsbedingung

OF Z \OE
oder
1 0g 1
g OF | p_p. kT
Mit 0Q(E) = g(E)OE
dlog 2 1 od oS 1
- er R e
OF |p_pe KT OF | p_pe T

Das macht Sinn, da es ja grade die Vorschrift war, in der mikrokanonischen
Gesamtheit die Temperatur aus der Entropie zu berechnen

Wahrscheinlichste Energie entspricht Mittelwert im kanonischen Ensemble

Z op ap
Differenziere die Gleichung nach g, beachte Z = Z(/5)
oU 1 [ I ?
— = —— [ dEg(E)e"PE*+ / dE g(E)e "
5 = g apemerte o ([Tap g e

= —((£%) —(B)")

Erinnere Varianz

Damit 5U 5U
o2 = Y 29l

95 e = kT*Cy (39)

Fluktuationen hingen von Warmekapazitat ab.

Relative Schwankungen

(o . \/kTQCV
() U

Warmekapazitiat und innere Energie sind extensiv, i.e. x N
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(E) VN
Erinnere Gesetz der grofsen Zahl

e Damit

lim pie(E) = pasxe(E) = 5(E — ()

e Analoge Rechnung gilt fiir Beziehung kanonischer und grofkanonischer Ge-
samtheit.

Lessons learned
e Ergodenhypothese als Grundlage der Theorie der Gesamtheiten
e Normierungsgrofe Zustandssumme von zentraler Bedeutung

e Mikrokanonische Gesamtheit <= Abgeschlossenes System

Kanonische Gesamtheit <= Austausch von Wéarme, isothermes System

Groflkanonische Gesamtheit <= Austausch von Warme und Teilchen

Verteilungen folgen (auch) aus Maximum-Entropie Prinzip

Im thermodynamischen Limes werden die Gesamtheiten identisch

11 Anwendungen

11.1 Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

e Hatten wir bisher fiir ideales Gas, 2. Ubung

e Gegeben Gas mit Hamilton-Funktion




Wie ist Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Impuls-Intervall p < |p;| < p + dp
zu finden ?

e Kanonische Wahrscheinlichkeitsdichte

1
_ ~ —BH(gp)
Ze

e Integriere iiber alle Ortskoordinaten und N — 1 Impulskoordinaten, ergibt
Marginal-Verteilung fiir Impuls eines einzelnen Teilchen:

p(q,p)

1 P
p(p) = (2rmkT)3/? € it

Fiir Wahrscheinlichkeit, dass Impulsbetrag in [p, p + dp] liegt, integriere iiber
Kugelschale

47rp? o
p(p) = W e 2mkT

e Beachte: Gilt klassisch nicht nur fiir ideale Gase, sondern auch fiir beliebige
interne und dufere Potentiale.

e Quantenmechanisch: Abhéngigkeit der Impulsverteilung vom Potential

11.2 Barometrische Hohenformel

e Betrachte Gas im Schwerefeld der Erde:

N 9
D; 1
H(q.p) =) o= mggi+ o > Wiilgi — ;)
i=1 itj

e Integriert man in

1
plgp) = e
iiber alle Impuls- und N — 1 Ortskoordinaten, so folgt barometrische Héhen-

formel:

p(7) = const e”mIVKT
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e Beachte: Fiir Anwendung Temperaturabhéngigkeit zu beriicksichtigen

Temperatur nimmt in guter Ndherung linear mit der Héhe ab

1
Ah = const (1 + ﬁ(Tl - Tz)) (logp1 — log p2),

11.3 Gleichverteilungs- und Virialsatz

e Sei x = (q1-..,93N,DP1,.--,p3n) der Kklassische Mikrozustand, H(x) die
Hamilton-Funktion und f(z) eine beliebige Observable.

e Dann gilt

v )= o)

e Beweis fiir die kanonische Gesamtheit:

Das Integral einer Ableitung verschwindet, wenn die abgeleitete Grofe fiir grofse
Argumente verschwindet, Beweis per partieller Integration

%/dﬁNm aiif(x) e = <a§—ff)> N <f<x>ag[—a§ix)> !

e Betrachte f(z) = z;, so folgt der Gleichverteilungssatz

(1

e Betrachte H(z) = Hyin(p1,-.-,p38) + V(q, - .., q3n) mit

3N

i=1
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Jeder Impulsfreiheitsgrad liefert einen Beitrag von %k:T zur kinetischen Energie.

Insgesamt:

3N
H
> (5 =2 () = sNeT
i—1 Opi

(Epan) — gNkT

Erinnere ideales Gas, innere Energie = kinetische Energie

U= gNkT

e Hingt das Potential quadratisch von ¢ ab

3N 3N
V(Qh e 7CI3N) = Zaiqf = Z ‘/;Z(Qi)
i=1 i=1

folgt mit z; = ¢;

Somit analog zu oben

(VY = ;Nk:T

e Merke: Jeder quadratische Term in der Hamilton-Funktion tragt %kT zur Ener-
gie bei

Allgemeine homogene Potentiale

e Ist das Potential homogen vom Grade n

V(Ag) = \"V(g), V()= aq

so folgt:
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dq;
und 3
(V) = —NEkT
n
Bei quadratischer ¢-Abhéngigkeit erhélt man:
1
E = 5 fNET
und somit:
oF 1
=—=—-fNk
Cv=gr =3/
Intuition:

e Temperatur entspricht mittlerer kinetischer Energie pro Teilchen

e Fiigt man System Energie zu, so trigt ein Teil zur Erhéhung der kinetischen
Energie - und damit der Temperatur - bei

e Der andere dient der Erhohung der potentiellen Energie
e Beispiel harmonischer Oszillator

— Virialtheorem:
(E) = 2(Bkin) = 2(Epot)

— Nur die Halfte der Energie geht in Temperaturerhohung

— Im Vergleich zum idealen Gas muss das Doppelte an Energie zugefiihrt
werden, um die gleiche Temperaturerh6hung zu erreichen.

f+ Thermodynamische Freiheitsgrade

e Festkorper, in dem Atome durch lineare elastische Kréfte gebunden ist: f =6

7
m

k
H = —
+2q

[\
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e Zweiatomiges Gas: f = 7, 3 fiir Schwerpunkt, 2 fiir Rotation, 2 fiir Vibration

2 2 2 [ 2 § r

e Freiheitsgrade pro Teilchen in der Klassischen Mechanik: 6

e Freiheitsgrade in der Statistischen Physik: Angeregte Freiheitsgrade, im Unter-
schied zur Klassischen Mechanik. Z.B. Ortsfreiheitsgrade im idealen Gas nicht
anregbar

Problem:

e Jeder thermodynamische Freiheitsgrade tragt gleich bei, unabhéngig von z.B.
Massen und Steitheit elastischer Bindungen

e Betrachte Gas aus viel-atomigen Molekulen

— Sehr viele "Verformungs™Freiheitsgrade — C', sollte sehr grofs
— Experimentell nicht bestéatigt

— Ad hoc Losung: “Friere” sehr starre Freiheitsgrade bei niedrigen Tempe-
raturen “ein”

Erst die Quantenmechanik kann dieses Dilemma l6sen

11.4 Thermodynamische Freiheitsgrade in Quantensystemen

Betrachte eindimensionalen quantenmechanischen Oszillator

e Kanonische Zustandssumme
> 1
Z=> e B,= =) hw
> e <n+ 2)

Damit

Historischer Moment: Unsere erste nicht triviale Zustandssumme !

148



e Nutze den Formalismus aus Kap. 10.3:

E = 0 log Z

0B
0 ( Bhw

= _% (—T — log (1 — e’Bh‘”))
hew | hwe

21— B

hw hw

= 3 T

e Damit folgt fiir:

T—-0 FE— %hw Cy — 0: Einfrieren von Freiheitsgraden

T—o00 E— %hw + % = %hw + kT Cy — k: Kklassisches Ergebnis fir f =2

Ccy E

e Beachte: Zweistufige klassische Naherung

1. Cy von 0 nach Cy =k

2. Teilchen unterscheidbar
Zustandssumme molekularer idealer Gase
e Zusitzlich zur Molekiilbewegung auch innere Freiheitsgrade anregbar

— Anregung der Elektronen
— Schwingungen

— Rotationen
e Wenn Freiheitsgrade separieren, ist Gesamt-Hamiltonian additiv

H = Htrans + Hel + Hm'b + Hrot
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— Translation und innere Anregung separieren exakt durch Abkopplung der
Schwerpunktsbewegung

— Born-Opppenheimer-Néaherung zur Abkopplung von Atomkern und Elek-
tronen gut auf Grund des groffen Massenunterschiedes

— Schwingungen und Rotationen separieren fiir kleine Schwingungsauslen-
kungen, sonst beeinflussen sie das Trigheitsmoment der Rotation

e Gilt Separation, so ergibt sich Zustandssumme als Produkt der einzelnen Zu-
standssummen

Z(Ta VYa 1) = ZtransZelZvinTot

— Zirans = V/A3, die Zustandssumme des idealen Gases

— Zg = e7B_ Nur Grundzustand besetzt, da 300°K ~ 25 meV, Anregungs-
energien liegen im Bereich von eV

— Zyip: Betrachte zweiatomiges Molekiil mit kleinen Schwingungsauslenkun-
gen in harmonischer Néherung: E, = (n + 3)hw.

efﬁhw/Q

- —B(n+1/2)hw _
Zvib = Ze T 1 _ o Bhw

n=0
— Z,ot hingt von Geometrie des Molekiils ab, im allgemeinen drei Tréagheits-
achsen
Betrachte zweiatomiges Molekiil
x Trégheitsdmoment [
*x Energieeigenwerte
h2

Erot = ZJ(J +1), J=0,1,..., (2J+1)— fache Entartung

x Zustandssumme

o0

Zyot =Y (2] + 1) exp (—ﬁgj(J + 1))

J=0

o Gesamtzustandssumme

150



1
Z(T,V,N) = = 2(T,V,1)"

Ubung: Berechne Wirmekapazitit der Rotationsanregungen

Vibration Rotation
cy cy

Cy
7/2 k

5/2 K frreflmom

3/2 k

Cy(T) mit Spriingen, erst Rotationen, dann Schwingungen

11.5 Zwei-Niveau Systeme

Betrachte Zweiniveau-System in der mikrokanonischen Gesamtheit

e 7Z.B. realisiert durch Spins in Kristall

Beachte: Hier Zustande unterscheidbar

Seieg=0und ¢; = ¢

o Gesamtenergie F = ngey + nie; = nie;
e Erinnere Boltzmann-Verteilung
—Be; !
e
Jp— — —Be; —Be
p=Tt Z= et o1

1=0
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Besetzungswahrscheinlichkeit p; fiir angeregten Zustand:

- e P 1
P B T 11 e
e Damit Gesamtenergie
E=N N 1
—= € —= €
h 1+ efe

e 7' = 0: Alle Spins in ¢
T — o00: 50% in €y, 50% in €, Gleichbesetzung

Y

e Betrachte Warmekapazitit

_OE _O9E98 1 OE Né& ¢

T 9T 9BOT kT2 0B kT2 (1+ eP?
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Y

o kT < e: Kein Spin kann angeregt werden: C' = 0
kT > e: Gleichbesetzung: Kein Spin kann angeregt werden: C' = 0

e Physkalisch: Grundlage von Paramagnetismus, Ubung

Berechnung in der kanonischen Gesamtheit

e Zustandsumme

—_

$1,82,...,sN=0,1

Damit Energie

- — Ne———
op Tt ebe 14 epe

e Identisches Ergebnis

11.6 Negative Temperaturen

Betrachte wiederum Zwei-Zustandssystem, ¢y = 0, ¢ = €

e Betrachte ununterscheidbare Teilchen

Beispiel Laser
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e Erinnere

e Anzahl der Mikrozustande

NI

Q="
nl(N —n)!

Betrachte Entropie, verwende Stirling’sche Formel:

=logQ = —nlog— — (N —n)log

§ n N —n
k N

I k@logQ B k@logQ@

T ~ 9U 7 on OU

e Da 5% =1/e, folgt

1 k n N —n
T = Z(—logﬁ—l—i-log N —1—1)
N N
— —ﬁlogL = —ElogM
e ~1—n/N e ~1—=U/(Ne)
B klo Ag
€ gAa

mit Ag Anteil der Teilchen im Grundzustand, A, Anteil der Teilchen im ange-
regten Zustand.
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QV /

e Betrachte positive Temperaturen

— Bei kleiner Energie sind die meisten Teilchen im Grundzustand

AG AG

— >1, log— >0
A, *a,
Temperatur ist positiv

— Bei Anwesenheit eines Bades wird das System Energie aufnehmen, um
Entropie zu vergrofern.

— Merke: Systeme mit positiver Temperatur absorbieren Energie um Entro-

pie zu erhéhen

e Betrachte T = oo
— Es gilt
Ag B Ag B
A, A,

— Entropie kann durch Energieaufnahme nicht zunehmen

1, log 0

e Betrachte negative Temperaturen

— Es gilt
AG AG
ZC 1 oo 22
- <1, log - <0

Temperatur ist negativ
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— Aufnahme von Energie wiirde Entropie verringern
— 2. Hauptsatz: Entropie-Maximierung

— Systeme mit negativer Temperatur geben Energie ab, um Entropie zu
erhohen

Systeme mit negativer Temperatur sind "heiffer” als Systeme mit positiver
Temperatur

— "Heissheit”: Bestreben Energie abzugeben.
e [st das alles physikalisch ?

— Negative Temperaturen gibt es nur in Energie-séattigenden Systemen.
— Die meisten natiirlichen Systeme sind nicht Energie-sattigend.
— Energie-Aufnahme fithrt in der Regel zu héherer Entropie
Realisierungen negativer Temperaturen:
e Geht nicht durch normales Warmebad
e Braucht Nicht-Gleichgewichtsprozess, um sogenannte Inversion herzustellen
(i) Richte Spins durch Magnetfeld aus, drehe dann Magnetfeld um

Wiéhrend Relaxationszeit negative Temperatur

(ii) "Pumpen” im Laser

e Da es Nicht-Gleichgewichtszustand braucht, wundert es nicht, dass eine
Temperatur-Definition aus dem Gleichgewicht zu komischen Folgerungen
kommt.

11.7 Relativistisches ideales Gas

Betrachte relativistisches ideales Gas

e Hamiltonian

H =3 (Vme@P + (@) - me*) = ch ( (5@)2)1/21

i=1
Ruhemasse abgezogen, so dass nur kinetische Energie bleibt
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e Zustandssumme faktorisiert

1
Z(T7 V7 N) = ﬁ<Z<T7 V7 1)N

Ein-Teilchen Zustandssumme
1
Z<T7 V7 1) = E /dSQ/dgpeXp (_/BH)

e Koordinatenintegral liefert Volumen

Fiir Impulsintegral: Kugelkoordinaten, Winkelanteile ausintegriert

o0 1/2
s = o) [ (10 1+ 2)) )
0

Variablensubstitution, haufig niitzlich bei relativistischen Problemen

» b2 1/2
— =sinhxz, dp = mccoshaxdz, (1 + (—) ) = coshz
me mc
Ferner
u = Pmc? Verhéltnis Ruheenergie zu thermischer Energie
u — 00 nicht-relativistischer Fall
u — 0 ultra-relativistischer Fall
Damit
ATV >
Z(T,V,1) = %(mc)?’e“ / dx cosh x sinh® 2 exp(—u cosh )
0
o Mit

1
cosh zsinhx = 5 sinh(2x)

wird Integral zu

/ dx sinh(2z) sinh x e ~* 5@
0

N | —
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Schlage nach:

/ dx sinh(yz) sinh ze """ =
0

mit K, (u) Zylinderfunktion oder modifizierte Besselfunktion

e Damit

Z(T,V,1) = ——(mc)3e"
e Reihenentwicklung von Ky(u) bekannt, kompliziert, nicht einsichtsreich
e Grenzverhalten von Kj(u)
— u — oo: Thermische Energie klein gegen Ruheenergie
Ky(u) = /m/(2u)e™

Damit

AV T N p— ormkT\ >/
2TV~ h3 (me) (5m02) ™/ :V< h? )

das bekannte nicht-relativistische Ergebnis

— u — 0: Ultra-relativistischer Fall, siche Ubung

Ky(u) =~ —, ferner e" ~ 1
u

Zustandssumme des ultra-relativistischen idealen Gases:

STV 1 \? ET\?
Z(T,V,1) F(mc)?’( 5mc2> =87V (%)

N
1 T\’

e Mit Hilfe der Stirling’schen Formel, ergibt sich die freie Energie fiir ultra-
relativistisches Gas

Q

T 3
F(T,V,N) = —kTlog Z(T,V,N) = —NkT (1 + log (? (IZ—) ))
C
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e Zustandsgleichungen

oF

_ NkT
oV N

— V = NkT
v p

p:

T,N

Gasgleichung gilt auch im relativistischen Fall !
stV (kT\®
= Nk [4+1og [ 22 (—)
VN N hc

U=F+TS=3NkT

OF

S:_a_T

e Innere Energie

Erinnere: Nicht-relativistisch: U = %N kT

e Damit Warmekapazitét

ou
C’V—a—T—?)Nk

statt nicht-relativistisch: Cy, = %N k

>

Nk )

N[

Y

Q=

159



Lessons learned

e Gleichverteilungssatz: Jeder quadratisch in der Hamilton-Funktion auftretende
Term tragt mit %kT zur mittleren Energie bei

Fundamentale Limitation einer rein klassischen Statistischen Physik

Einfrieren von Freiheitsgraden in der Quantenmechanik

Negative Temperaturen in Energie-sattigenden Systemen

Relavistische Thermodynamik: Ideales Gas: U = 3NKT, Cy = 3Nk

12 Quantengase

12.1 Symmetrie der Vielteilchenwellenfunktionen

e Betrachte N nicht wechselwirkende Teilchen mit Hamiltonian
H = Zhi(%,pi)
Eigenwertgleichung fiir Einteilchen Hamiltonian h;
hilk:) = %VW

mit Eigenzustianden |k;), k; Quantenzahl

e Kanonische Zustandssumme

Z(T,V,N)=Sp e ¥ = Ze‘ﬁE’“ = Zexp (—BZ@%)

T {ki}
e Betrachte zunachst unterscheidbare Teilchen

Dann Gesamtwellenfunktion Produkt der Ein-Teilchenzustande:

|k ke, o k) = [k k2) - [ew)
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Eigenwertgleichung fiir System:

Hlky, .o k) = halka) . k) Z“ﬁ chilka) < [k
:Zekiv{:l?"'a N

Zustandssumme:

Zy(T,V,N) Sp e~ Z Z (kal .. (knle k) . k)

<Z<k1|€_ﬁhl|k1>) <Z<kN|€_BhN|kN>)

k‘l k?N
= Z(T,V,1)N

Klassische (Maxwell-)Boltzmann Statistik fithrt mit Gibbs-Korrektur zu Zu-
standssumme

1
Zup(T,V,N) = - 2(T,V, DR
Teilchen komplett unabhangig

In Quantenmechanik wird Ununterscheidbarkeit fundamental

e Betrachte zwei Teilchen mit Gesamtwellenfunktion W(ry,r5) und Permutions-
operator P:

P\If<7"1,7’2) = \IJ(T’Q,T'l)

Nochmalige Anwendung:

P\If<7'2,7”1) = \IJ(T’l,T'Q)

damit
VU P2U(ry, ) = U(r,m) = P2 =1

Folglich hat P Eigenwerte \ = +1.
Zudem gilt [P, H| =0
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e Gemeinsame Eigenzustdnde zu H und P definieren offensichtlich zwei Arten
von Teilchen

e Spin-Statistik Theorem, Pauli, 1940

— Bosonen, Spin ganz-zahlig, S = 0,1, ..., besitzen eine symmetrische Viel-
teilchenwellenfunktion: Vg = P Wg
Besetzungszahlen der Zustéinde kénnen alle Werte 0,1, ... 00 annehmen,

siehe unten

— Fermionen, Spin halb-zahlig, S = 1,3, .., besitzen eine anti-symmetrische

Vielteilchenwellenfunktion: 4 = —P Wy

Besetzungszahlen konnen die Werte 0, 1 annehmen, siehe unten

Zusammenfassend:
PU(ry,rs) = (=1)*°¥(ry, 1) (40)

Folge: Reiner Produktansatz mit Ein-Teilchen Wellenfunktion ¢;(r;)

\P(Tla r2) = ¢a(rl)¢b<r2>

geht flir ununterscheidbare Teilchen nicht durch.

e (Anti)symmetrisierung:

Us(r, ) — %<¢a(n>¢b<r2>+¢a<r2>¢b<n>>

Ua(ror) = %(%(ﬁ)%(rz)—cba(rz)czﬁb(ﬁ))

Folge: Pauli-Prinzip: Fiir identische Einteilchen-Wellenfunktionen verschwindet
die antisymmetrische Gesamtwellenfunktion

¢a:¢b - \I/AZO

Bedeutung: Es konnen nicht zwei Fermionen in dem selben Zustand sein.
Gl (40) hat Auswirkung auf Zustandssumme.
e Beispiel zwei Teilchen in zwei Zustanden, ¢g = 0,€; = €.

Fermionen S = % mit Spin up, Bosonen S =0
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Abbildung ergéinzen
— Fermionen: Zp = e P¢
— Bosonen: Zg = 1+ e P 4 ¢26¢

—Be —2fe
— Maxwell-Boltzmann: Zyp = 1+2e+

2! im Nenner: Gibbs’scher Korrekturfaktor

Betrachte N Teilchen

e Permutationsoperator:

PiW(ry,...,riyeo sy, ry) =Wy, oo g, Ty TN)
Damit
\Ils(Tl,...,TN) = AZP\D(Tl,...,TN)
Ua(ry,...,Tn) = \/_Z DEPW(ry, ... 7rN)
mit

(—1)F = +1 fiir gerade Anzahl von Vertauschungen
~ | —1 fiir ungerade Anzahl von Vertauschungen

Normierungsfaktor A abhéngig davon, wie viele der Quantenzahlen gleich sind,
. . 1
aber im wesentlichen auch ol
e Da U in alle Erwartungswerte quadratisch eingeht, ergibt sich die Gibbs-
Korrektur % aus der Quantenmechanik

e Geht man vom Produktansatz von Einteilchen-Wellenfunktionen aus, folgt fiir
den antisymmetrischen Fall:

Ua(ry,...,rN) = \/_Z PP(% (r1) ..., du(rn)

Dieses 1afst sich als Determinante schreiben:

br) . dilry)
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die Slater-Determinante

Diese verschwindet in Ubereinstimmung mit dem Pauli-Prinzip, wenn zwei Zei-
len gleich sind.

12.2 Besetzungszahl-Darstellung

e Fiir ununterscheidbare Teilchen ist Mikrozustand durch Besetzungszahlen ny
der Einteilchenzusténde |k) eindeutig gegeben.

Es gilt, Summe lauft iber Zustéinde:

k=1 k=1

e Aus dem Zusammenhang zwischen mikrokanonischer und kanonischer Gesamt-
heit folgt:

Z = Z Z Q(n1,ng,...)exp(—LB(nier + noea +...))

— S0} exp (-5 3 nkek)

{nx}

Strich an Summe bedeutet, dass nur iiber Besetzungszahlen summiert wird, die
die Nebenbedingung N = >"/7 | n; aus Gl. (41) erfiillen.

e Eindeutigkeit des Mikrozustands heift Q({ns}) =1

e Im Gegensatz zu klassischer Maxwell-Boltzmann Statistik. Unterscheidbarkeit
fiithrt zu

N!

nilns! .

Q{n}) =
Mit Gibbs’scher Korrektur und léngerer Rechnung folgt

Zyp = N' Z nl‘ng eXp (‘ﬁ%j%e@e)

{nw}
| o N
_ E —Be _ 7 T V
N (k_le k) N‘ ( 1)
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Teilchen sind unabhéngig

Obwohl Teilchen im (hier betrachteten Falle) quantenmechanischen Falle nicht
im eigentlichen Sinne miteinander wechselwirken, sind sie nicht unabhéngig,
da die allgemeine Nebenbedingung N = 3 ,° ng und fir Fermionen noch
ni = 0, 1 berticksichigt werden muss.

Da in Quantenmechanik der Mikrozustand durch die Besetzungszahlen {n;}
festgelegt ist, gilt
Q({ni}) =1

ZQM = Z/exp (—ﬁanek>
k

{nx}

und damit

Wegen Nebenbedingung N = »"° | n; ist kanonische Zustandssumme schwer
zu berechnen.

Das ist der Preis, den man fiir die Besetzungszahl-Darstellung zahlen muss.

Erinnere: Mikrokanonische Zustandssumme war wegen Nebenbedingung §(F —
Ey) oder Ey < E < E + A schwer zu berechnen. Darum damals lieber kanoni-
sche Zustandssumme.

Entsprechend hier: Ubergang zur grokkanonischen Zustandssumme

Y(T,V,p) =) exp (—ﬁ > (e — u))

{nx}
und Wahl des chemischen Potentials so, dass N = ", ny

Summe im Exponenten: Zustandssumme faktorisiert

Y = ZZ...(He—ﬁnm—m)

ny N9 k

_ (Z eﬁm(ﬂﬂ)) (Z eﬁ“z(@#)) -
_ H (Z e—ﬂnk(ek—u)) — Hf(ek)

k Nk
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e Um die Summation in der Funktion f(e;) ausfithren zu kénnen, muf man wissen
welche Besetzungszahlen quantenmechanisch erlaubt sind
— Fermi(-Dirac) Statistik fir Fermionen, fp(ex)

— Bose(-Einstein) Statistik fiir Bosonen, fp(ex) 19, W
. Wo-

e Mittlere Besetzungzahl fiir gegebenes Energieniveau ¢;: che

12.3 Ideales Fermi-Gas

e Fir Fermionen gilt n; = 0,1

Zustandssumme

n1=0n2=0 i ;=

und
1

fF(e’L) = Z e_ﬂ(ei_y‘)ni — 1 + e_ﬁ(ei_y“)

Damit
Y(I,V.p) = [T (1 + e )

i

e Mittlere Besetzungzahl (n;), Fermi-Dirac-Verteilung

10 —B(ej—n) 1
(nj) = ——=~—log¥ = — — = =
ﬁ 8 1 + 6_/3(€J_/'L) eﬁ(fj —) —+ 1

e Um die Teilchenzahl richtig zu machen, wahle chemisches Potential so, dass
gilt
1

N(T,V,u) = d —_
TV = [ deotd) mry

mit g(e) der Energiezustandsdichte 11. week
15
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Physikalische Interpretation:

n
< > A T _ O )F \L
1+
4 |
x v
4 |
- T>0 ‘ ¥
o -
1 £
n
e Pauli-Prinzip: Keine zwei Fermionen im selben Zustand.
e Im Grenzfall T"— 0, § — oo ergibt sich eine Stufenfunktion:
i 1 1 e<p
<”>—51£Eom—{ 0 esp ~OW—9
e Fir T' = 0: Zustdnde werden energetisch von unten aufgefiillt, bis zur
Fermikante: ex = u, 1 > ¢€;. Es kostet Energie, neue Teilchen ins System zu
bringen
e Fiir Elektronen: Jedes Energieniveau mit zwei Elektronen, Spin —1/2 und Spin
+1/2, besetzt. g(e) = 2
e Fermi-Kante ist im Limes  — oo, T" — 0, scharf.
e Bei endlichen Temperaturen 7" > 0: "Aufweichung der Fermi-Kante”. Elektro-
nen im Bereich £T" unterhalb der Fermikante konnen angeregt werden.
Beispiel
e Natrium, jedes Atom gebe ein Elektron an Elektronengas ab
e 1 = 3.1eV, Fermi-Temperatur Tr = pu/k = 36.000K
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e Energien der bevolkerten Niveaus > thermische Energie kT der Umgebungs-
temperatur und > typischen coulomb’schen Wechselwirkungsenergien zwi-
schen Elektronen

— Valenzelektronen eines Metalls sind ideales Elektronengas

Merke: Obwohl keine klassische Wechselwirkung, gibt es auf Grund des Pauli-
Prinzips eine effektive Abstossung

12.4 Ideales Bose-Gas
e Fiir Bosonen gilt n; =0,1,2, ...
e Zustandssumme

00 oo
_ 2 : 2 Bler— ,u)nle (e2— ,u)nzu _HE :6 (ei—p)n;
n1=0n2=0

i on;=

Mit geometrischer Reihe

o0
1
) — E —Blei—p)ni _
fB(El) o ¢ 1 — e Ble—mw)

n;=0

Damit
1

Y(T,V,p) = H 1 — ¢ Blei—n)

(2

e Mittlere Besetzungszahl (n;), Bose-Einstein Verteilung

1 8 6*5(6]'*#) 1
(n;) = “5oc logY = 1 — oBla—n — oBlag—n) _ ]

Zeigt fiir f(e; — p) — 0 eine Divergenz

e —1 im Unterschied zur 41 bei Fermi-Dirac hat Folgen:
Aus

0 < (n;)
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folgt

ePlei—n) < 1

und damit: € > p.

Mit ¢y = 0 gilt p < 0. Teilchen wollen ins System. p = 0, wenn keine Teilchen-
zahlerhaltung gilt

Merke: Obwohl keine klassische Wechselwirkung, gibt es eine effektive Anziehung

Bose-Einstein Kondensation:

e Vorhersage: Bose & Einstein 1924

Experimentelle Bestétigung (fiir 10 Sekunden :-): 1995 durch Cornell, Ketterle
& Wiemann, 2001 Nobelpreis

e Fir 7" — 0 gehen alle Bosonen in den Grundzustand, T' = 200°n K
e Kondensation im Impuls-, resp. Energieraum, nicht im Ortsraum
e Makroskopisch bevolkerter Quantenzustand mit p = F =0

e Phaseniibergang, siche Kap. 14 Phaseniibergénge

»—nzLDZ
S

Cy

3/2 [
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e Das Kondensat tragt nicht zur Warmekapazitit und zum Druck bei

e Im Kondensat gilt: p = p(T)
Komprimiert man Kondensat, erhoht sich nicht der Druck, sondern es gehen
mehr Teilchen ins Kondensat

Vergleich der Verteilungen

1 1 Fermi-Dirac Verteilung
(n) = S . a=9q —! Bose-Einstein Verteilung
€ ta 0 Maxwell-Boltzmann Verteilung

Maxwell-

Bose-Einstein
Boltzmann

Fermi-Dirac

Fermi-Dirac und Bose-Einstein gut durch Maxwell-Boltzmann genéhert fiir
e niedrige Dichten
e hohe Temperaturen
o (n;) <1

e Valenzelektronen im Metall nie im klassischen Limes
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12.5 Das Planck’sche Strahlungsgesetz
Betrachte Schwarzen Strahler, Kirchhoff 1860:

e FErhitze evakuierten Hohlraum

e Messe spektrale Energie-Verteilung durch kleines Loch

u A

g‘\l

Hier reicht eine Kurve :-)

e Gilt fiir alle Systeme, bei denen abgegebene Strahlung auf thermischen Effekten
beruht, z.B. Sonne und kosmische Hintergrundstrahlung, nicht aber Laser, LED

Elektromagnetisches Feld:

System mit unendlich vielen Freiheitsgraden

wt—kx

Klassisch: Wellenfelder, lassen sich in ebene Wellen e~ ) zerlegen

Quantenmechanik: Photonen, Impuls: p = hk, Energie £ = hw, keine Ruhe-
masse = v = ¢

e Kein Erhaltungssatz fiir Photonen = p =0
e Photonen: p # 0 = keine Bose-Einstein Kondensation

Klassische Behandlung;:

171



Wellengleichung
1 9

2or

Betrachte Kubus, Kantenlange L: Losung wegen Randbedingung £ = 0

AFE = E

nmmTr . Ny . N3TzZ

E = Eysin 7 sin 7 sin 7 sin wt
In Wellengleichung eingesetzt
2
ny +ns +nj = — w?
s

Kugelndherung: Anzahl N der Moden

N = (n%+ng+n§)3/2 o w?

wl A

Die 3 in den Exponenten kommt von der Raumdimension D

Kumulative Grofse
Modendichte g(w) durch Ableiten

dN
g(w) = o o w’

Energiedichte g(FE), Gleichverteilungssatz Kap. 11.3

dE
g(E) = o kT w?

Multiplikation mit &7 und Ableiten kommutiert

Geometrie der Abstrahlung und Vorfaktoren richtig machen

Ergibt Strahlungsdichte u(T,w)

kT
w(T,w) = oy w? Rayleigh-Jeans Gesetz
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e Divergiert mit w: Ultraviolettkatastrophe

U A

e Integrierte Strahlungsdichte
u(T) = / dw u(T,w) = o0
0

e Physikalischer Grund: Gleichverteilungssatz fiir unendlich viele Freiheitsgrade

oo+ KT = oo
Planck’sches Strahlungsgesetz, 14.12.1900, Geburtsstunde der Quantenmechanik

h w?
) = am By

Entstehungsgeschichte

e Schwarzkorperstrahlung war sehr gut vermessen
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U A

T3

Ty

T

gr‘\(

e Ultraviolettkatastrophe war bekannt
e Planck: Anfangs, 1899, "geratene” Interpolation”

— "Ich dachte mir nicht viel dabei”
— 7Akt der Verzweiflung”
— Tiefe Bedeutung wurde ihm erst 1900 klar

e Planck betrachtete unterscheidbare Oszillatoren mit Maxwell-Boltzmann Sta-
tistik, einen fiir jede Frequenz w und visiondr/gezwungen £ = hw. Fiihrt auf
das selbe Ergebnis wie quantenmechanische Ableitung

Quantenmechanische Ableitung:

e Zahl der Photonen dN im Frequenzintervall dw

AN (W) = (ny) g(w) dw
mit Zustandsdichte g(w)

e Zustandsdichte, analog zu oben

g(w) o< w?

"Keine Ahnnug, wie er das ohne Computer gemacht hat.
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Bose-Einstein Verteilung
1

efe —1

(ne) =

e Mit € = hw, Photonendichte n = N/V und alle Vorfaktoren richtig:

dn(w) 1 w?

dw — w23 efhw —1
Energiedichte
dE(w) dn(w)
= hw
dw dw

e Damit final Strahlungsdichte:

h w3

hw

w(T,w) = =3 —eﬁ —

Planck’sche Strahlungsformel

Vergleich mit Klassik:
e Modendichte identisch: o< w?:
e Wahrscheinlichkeit, Mode zu bevolkern

— Klassisch: Gleich fir alle Moden

— Quantenmechanisch:
1

hi
ert — 1

e Energie pro Mode:
— Klassisch: kT

— Quantenmechanisch: Aw
Zwei Lesarten :

e QM: Ununterscheidbare Teilchen mit Bose-Einstein Statistik
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e Planck: Unterscheidbare Oszillatoren mit Maxwell-Boltzmann Statisitk mit dis-
kreten Anregungsstufen

Fiir das Maximum der Verteilung gilt:
hwmar = 2.82 KT Wien’sches Verschiebungsgesetz
Fiir die integrierte Strahlungsdichte gilt:

w2kt
uw(T) = T T Stefan-Boltzmann Gesetz
c
Grenzfille
o hw > kT

hwg W

w(T,w) = We_l% Wien’sches Gesetz
e

U A
hew
Abbildung ist Quatsch, x-Achse hw/kT
o w < kT
h w3
Tw) = . “

U( ,Cd) 7203@%—1
_ A w?
TomS 1+ by

w2
u(T,w) = —=kT Rayleigh-Jeans
e
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h ist verschwunden

Ubergang Quantenmechanik — Klassik
Merke:

e Klassisches Rayleigh-Jeans Gesetz ergibt unendlichen Wert fiir Gesamtenergie
des Strahlungsfeldes

e Wie bei spezifischer Warme, Kap. 11.4: Anregbarkeit von Zusténden ist in der
Klassischen Physik falsch

e Nichster Beweis: Es gibt keine konsistente klassische Statistische Physik
Anwendungen:

e Bestimmung der Temperatur der Sonnenoberfliche: 5800 °K. Maximum im
sichtbaren Licht

e Schlechter Wirkungsgrad von Glihlampen. T" muss kleiner sein als Schmelz-
temperatur von Wolfram: 3683 °K. Maximum im Infraroten

Kann man alles auch mit: "Sage mir Deine Zustandssumme und ich sage Dir, was
Du tust” machen

12.6 Phononen und spezifische Warme von Festkorpern
Phononen: Quasi-Teilchen: Anregung eines elastischen Feldes
Quantenmechanisch: Zweite Quantisierung

e Speziell Festkorperphysik: Anregung von Gitterschwingungen

In linearer Néherung: Harmonische Schwingungen der Atome um Gleichge-
wichtslage

Normalkoordinaten: Ergibt 3N unabhéngige Normalschwingungen

3N harmonische Oszillatoren mit Schwingungsfrequenzen {w; }

Phononen sind Bosonen
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e Im Quantenfall kanonische Zustandssumme, erinnere Kap. 11.4

Eindimensionaler quantenmechanischer Oszillator

Zustandssumme
> 1
7= B B, = =) hw
> e (n i 2)
00 _ Bhw
. _ Bhw —Bhw\T __ e 2
Z =e 22(6 ) = 1 _ o—Bhw

e Betrachte Logarithmus

3N
log Z = —Z (@ + log (1 — e_mw")>

i=1

Fiithre Verteilungsfunktion g(w) fiir die Frequenzen ein, kontinuierliche Néahe-
rung

log Z = _/000 dw g(w) (@ +log (1 - eﬁh‘”))

e Ergibt fiir Energie

Olog Z o hw hw
E=— = d, —_—t 42
5=, “’g(“’><2+eﬂﬁw—1) 2
und fiir spezifische Warme
OE (hw)?ePhe

Cy = a_T = kﬁQ/O dw g(w) (eﬁﬁw — 1)2

Ansétze fur g(w):
e Kinstein’scher Ansatz
e Debye’scher Ansatz

Einstein’scher Ansatz

e Es gibt nur eine mittlere Frequenz wg
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e Zustandsdichte
g(w) =3Nd(w — wg)

Dann mit Gl. (42)

hwg hwg
2 efhwr — 1

E:3N( +

_ 2
e Somit
T —o00: Cy — 3Nk  Gesetz von Dulong-Petit

hw

T—0: Cy — e * Empirisch : Cy oc T3

C A

.
>

T

e Annahme einer Schwingungsfrequenz nicht hinreichend
Debye’scher Ansatz

e Kleinste mogliche Wellenlénge durch Gitterkonstante gegeben = es gibt ma-
ximale Frequenz

Unterschied zur Schwarzkorper-Strahlung

e Es gibt 3N Moden, 3 Polarisationsrichtungen, ¢ mittlere Schallgeschwindigkeit

o) = 3557 o Ofup —w)
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w? analog zur Zustandsdichte bei Rayleigh-Jeans, Planck Gesetz

e Abschneidefrequenz wp aus

e 4V
N = d = 3
3 /0 w g(w) (277'0)3 Wh
Damit
IN
g(w) = — w? O(wp — w)
wp

e Es folgt mit Fy Nullpunktsenergie und Gl. (42)

9N [@P hw?
r = Phw
IN(KT)* [Pher g
F = Ey+ —5 = E NKET D
o+ L /0 dx pr— 0o+ 3Nk (Bhwp)
mit 5 o 3
D(x)=— [ do ,x
z° Jo e” —1
o Grenzfall kT < hwp, d.h. x > 1:
71
D - -
(z) s
3 (kT)*
E = Ey+-n'N
o+ 57T (hap )?
12 (kT)3
Cy = —=n'N—%
T ()

Empirischer Verlauf wird richtig wiedergegeben
o Grenzfall kT > hwp, d.h. z < 1:

i3 ' x,—x’?’ _ 3 ' do'z"? =1
x3 Jy l+2—1 23 ),
E = Ey+3NkT

Cy = 3Nk

D(z) =
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Lessons learned

e Quantenmechanische Vielteilchen-Wellenfunktion miissen symmetrisch oder
antisymmetrisch sein. Bosonen, n; = 0,1,2, ... 00, Fermionen, n; = 0,1

e Dadurch Abweichungen von klassischer Maxwell-Boltzmann Statistik mit
Gibbs-Korrektur

e Fermionen: Fermi-Dirac Verteilung: Effektive Abstossung
e Bosonen: Bose-Einstein Verteilung: Effektive Anziehung

e Klassische Ableitung der Schwarz-Korper Strahlung zeigt Versagen einer rein
klassischen Statistischen Physik

e Spezifische Wirme von Festkorpern: Verschiedene Zustandsdichten = ver-
schiedene Zustandssummen = verschiedene Physik

13. Wo-
che

13 Naherungsverfahren

Bisher: Nur freie Teilchen betrachet. Schalte jetzt Wechselwirkungen ein.

Zoo der Naherungsverfahren:

Storungsrechnung: H = Hy + AW, Entwicklung nach A

Quasiklassische Entwicklung: Entwicklungsparameter 7, WKB-N&herung
e Hoch-Temperatur Entwicklung: Ty /T, siehe letztes Kapitel

e Tief-Temperatur Entwicklung: T'/Tp, dito

e Entwicklung um kritischen Punkt: T;CTC, Kap. 14

e c-Entwicklung: ¢ = D — 3, D Raumdimensionen
e Virialentwicklung: n = N/V, Kap. 13.1

e Molekularfeldndherung, kein Entwicklungsparameter, Selbstkonsistenz-
Methode, Kap. 13.2
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e Renormierungsgruppen-Theorie, Kap. 13.3

13.1 Virialentwicklung
Entwicklung nach Potenzen der Teilchenzahldichte n = N/V

e Erinnere ideales Gas, mit z = ef*

1% Z(1)N = . pV
2= 200 =20 () = 3200 =V, gy = N =2
' N=0

Allgemein gilt:
V pV 0
Z(1) = e logy = P N = zalogY
Z(2) beschreibt Zweiteilchen-Wechselwirkung
Z(3) beschreibt Dreiteilchen-Wechselwirkung, die sich nicht auf Zweiteilchen-
wechselwirkungen zuriickfiihren lassen

e Kanonische Zustandssumme mit 2-Teilchen Wechselwirkung

2
H = Y 204> wlla—q)

i i£]
1 3 3 3. 13 PP
2(2) = 555 | Tad’ed’pidpy exp <—B <% + 5=t w(la - Qz|)>)
V —Bw
= 5% g e~ @)

e Idee: Bei geringer Dichte geht es gegen das ideale Gas, entwickle nach Teilchen-
zahldichte n = N/V

,
Zé—T =logY = N(1+nBy(T,V) + n’By(T,V)...)

e Taylor-Entwicklungen

Y = 14+2Z(1)+2°2(2) + ...

% = logY =2Z(1) + 2* (2(2) — %Z(l)Q) +... (43)
N = z%logY = 27(1) + 22? (2(2) — %Z(I)Q) +... (44)
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Eliminiere z aus Gln. (43, 44), ergibt:

% ~N- (%)Qé (2(2) - %Z(l)Q) +o

° Mt 1 vz 1V
7P == [ &
22" =357 ZAG/dq
folgt
pV N2/ 3 1w
“—=N-—[d W@ 1) 4 ...
KT oy | ale )+
oder
1
% =N(1+nB(T,V)+...), Bi(T,V)= —§/d3q (e7Fwld) —1)

By (T, V): 1. Virialkoeffizient
Hohere Virialkoeffizienten durch hohere Ordnungen Taylorentwicklung in
Gln. (43, 44)

e Beachte

Z(1) gilt klassisch wie quantenmechanisch

P
Abgeleitete Gleichung fiir By gilt nur klassisch

e Hohere Ordnungen der Entwicklung fiihren auf die
Mayer’sche Cluster-Entwicklung

13.1.1 Van der Waals Gas

Zustandsgleichung fiir ein reales Gas.
Annahmen:

e Bei kleinen Absténden stofsen sich Teilchen ab. Naherung: Harte Kugeln:

w(r) =00 firr <rg
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e Bei grofseren Abstéanden durch Polarisation schwache Anziehung. Van der Waals

Kraft:

mit Wy K kT

w A

r

w(r) = —wy (—0>6 fir r > rg

r

B,(T)

Q

LY

—

—27r/ drr?(e=Pv) — 1)
0

o o)
27?/ drr?® — 27r/ dr r? (e‘ﬁw(r) - 1)
0

T0

70 ) 00 5 (70 6
27r/ drr +27rﬁw0/ drr (—)
0 0 r

-3 i

e Qualitativ ist Virialkoeffizient unabhéngig von Details der Wechselwirkung
durch 2 Parameter, a und b charakterisiert:

— a: Anziehende Wechselwirkung, mit k7" gewichtet, mindert Druck

— b: Ausgeschlossenes Volumen, b oc 73

184



FEingesetzt :

pV N N a
B A T A e
NiT TV T VT

Umsortiert, ein alter Bekannter:

(p +a <g)2> (V = Nb) = NkT

e Konsistent mit physikalischer Anschauung:

— b reduziert Volumen im Vergleich zum idealen Gas mit punktformigen
Teilchen

— a: Anziehung der Teilchen entspricht Erniedrigung des Druckes, (N/V)?
macht Sinn

Merke: Virial-Entwicklung in erster Naherung ergibt van der Waals’sche Gas-
gleichung

e Alternative zu harten Kugeln:

Lennard-Jones Potential

wA

<Y

e Keine harte Kugeln:

By (T') verschwindet fiir T' — oo. System verhélt sich wie ideales Gas
12. week

15
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13.2 Molekularfeldnaherung
Mean-Field Approximation

Drei Themen in diesem Kapitel
e Molekularfeldnéherung
e [sing-Modell, 1925
e Phaseniibergang

Betrachte Ising-Modell in einer Dimension

e Ein-dimensionaler Ring von N Spins ¢; mit Nachste-Nachbarn-Wechselwirkung
in dukerem Magnetfeld

N
H(oy,09,...,0n) = _Izaiak - MBZ(% ony1 =01, 0;€{-1,1}
n.n i=1

p: magnetisches Moment der Spins
I: Spin-Spin Austauschwechselwirkung
B: Externes magnetisches Feld

e Lisst sich in 1D (Ising) und 2D (Onsager, 1944) analytisch losen:
Transfermatrix-Methode

e 1D: kein Phaseniibergang
> 2D: Phaseniibergang: Fiir T' < Tix spontane Magnetisierung

e In 3D bis heute nur simulativ 16sbar
e Urspriinglich: Modell fiir Ferro-Magnetismus, aber auch gut fiir

— Ordnungs-Unordnungs-Ubergang in bindren Legierungen
— Spingléser, amorphe Strukturen mit S(7" = 0) # 0, siche Kap. 9.7

— Gehirnmodelle, Neuronen statt Spins
Idee der Molekularfeldndherung;:

e Spins wechselwirkungen nicht individuell mit ihren néchsten ¢ Nachbarn
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e Sondern mit einem mittlerem Feld, das sich aus der mittleren Stellung der ¢
Nachbar-Spins ergibt

e Das heift
—IZaiJk —  —Iq{o ZO‘Z,
In Worten: Ersetze o), durch seinen thermodynamischen Mittelwert o, — (o)
Im Detail :

e Betrachte Identitét
oio = oi{ok) + (oi)or — (o3){ow) + (07 — {03)) (0% — (o%))

Mittelwerte (o;) und (o%) hdngen wegen Translationsinvarianz nicht von 4, resp.

k ab

e Damit Wechselwirkungsterm

Hi(o1,....on) = =1 ) ai(o) + (0)or — (0)° + (01 — {0)) (o — (0))

Jeder Zentralspin o; mit Nachbar o ist auch Nachbarspin zu Zentralspin oy:
Die ersten beiden Summen sind identisch.

e Es gibt ¢IN/2 verschiedene Paare. Somit gehoren zu jedem Spin o; ¢/2 verschie-
dene Paare

Damit

Hi(oy,...,on) = —Iqlo ZUH—IN IZ (o, — (o))

Immer noch exakt

— 1. Term hat die Form, die wir suchen
— 2. Term ist konstant

— 3. Term: Die Fluktuationen der Spins um mittleren Wert
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e Mean-field Naherung: Vernachlassige den 3. Term

HM (oy,... ,0n) = —Iqlo ZUZ—FIN

Bilde Erwartungswert

U= (HM) = —IqN (o) + IgN(a>2 - —ngvw

Fiir (o) = 1 folgt U = —I4N, macht Sinn, da jedes verschiedene Paar —I

beitragt

o H" enthiilt Erwartungswert (o), der am Ende berechnet werden will.

Fiihrt auf ein Selbstkonsistenz-Problem zur Bestimmung von (o)

Entspricht Hartree-Fock Naherung in der Quantenmechanik

e Nehme dufseres Magnetfeld wieder mit und formuliere durch die Spins verur-

sachtes mittleres Magnetfeld als

gms _ 4140)
1
Ergibt:
H™ (05,... 0n) = _zgma)? — u(B™ + B) Za
Beachte: Summe  von  Ein-Teilchen = Hamilton-Funktionen,

Selbstkonsistenz-Problem fiir (o)

Berechnung des magnetischen Dipolmomentes D, der Magnetisierung m

D:M<§Ui>:N

Ableitung aus der freien Energie F'

e Dipolmoment D:

0
D = 3B F(N,B,T, (o >>|N,T,<U)

Beide Gleichnungen zusammen geben implizite Gleichung fiir (o)
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e Zustandssumme

Z(N,T,B,(0)) = Z Z exp (—%BqN.Ka)z) exp (5,u(Bmf—l-B)Za,->

o1==+1 on==1

= exp <—%5qu<0>2) (Z exp (Bu(B™ + B)ff))
o==1

= o (NI (oot (5u57 + )"

Freie Energie:

F(N,B,T, (o)) = —kTlog Z = %qNI(a)z — NET log (2 cosh (Bu(B™ + B)))

e Bestimmungsgleichung fiir (o) nach Gln. (45, 46)

(o) = tanh (m (%(cﬂ + B))

x = Bql{o) + BuB

Substituiere

Ergibt

1
W(x — puB) = tanhz

Bestimmung von x und damit (o) aus Schnittpunkt einer Grade ax + b mit
tanh

e Betrachte B = 0, setze

p_d T _ 1
k T. PBql
Ergibt:
T
E z = tanh z



Achsenbeschriftung Quatsch

— T > T.: Nur triviale Lésung bei x = (o) =0
— T < T.: Neben x = 0 auch nicht-triviale Losungen +zy = £5¢I{c) # 0

— Spontane Magnetisierung, ein Phaseniibergang !

e Analytische Losung: Dies stimmt nicht :-)

— Liegt an Vernachlassigung der Fluktuationen, die in einer Dimension be-
sonders schlimm ist, da wenig Nachbarn.

— ab D = 2: qualitativ richtig
— ab D = 4: quantitativ richtig

e Entwicklung um 7,

Entwickle tanh x fiir kleine x, Abbruch nach 3. Ordnung

T L,
— T =T — =T
T. 3

o = <3 (1 - %))W, (o) = %xo

e (0) heifst Ordnungsparameter des Phasentibergangs, siehe Kap. 14.1
Exponent 1/2 ist der kritische Exponent 3, siche Kap. 14.2
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e Am kritischen Punkt gilt fiir B # 0

3
D? = ﬁB
Magnetisierung reagiert nicht-linear auf angelegtes Magnetfeld
Molekularfeldnéherung abstrakt oder hand-waving :-)
e Betrachte:

— Wechselwirkungspotential: W (x — z’)
— Mikroskopische Ein-Teilchendichte: p(z) = 2N, 6(z — ;)
— Makroskopische Ein-Teilchendichte: nq(z) = (p(z))

e Bei Berechungen tauchen Terme folgender Form auf

(oo (=5 [ s wie = 1o )

In der Molekularfeldnédherung wird das gendhert durch

exp (—5 / &z’ Wz — x')<p(x')>) ~ exp (—ﬁ / &z’ Wz — x’)nl(w’))

Statt Erwartungswert der Exponentialfunktion nun Exponentialfunktion des
Erwartungswertes

Gute Néherung wenn
/d?’x/W(x — 2 )p(a') = Z W(r —x;) ~ /dgx/W(I — 2" )ny(a')

Giiltigkeitsbereich der Molekularfeldndherung:

e Mittelung iiber hinreichend viele Wechselwirkungspartner, mittlerer Teilchen-
abstand klein gegen mittlere Reichweite der Wechselwirkung

— hohe Dichten

— langreichweitige Wechselwirkungen
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e kleine Korrelationen
Allgemein
e Es gibt keinen Entwicklungsparameter

e Komplimentar zur Virialentwicklung

13.3 Renormierungsgruppentheorie

Machtiges Werkzeug, Wilson 1971, Nobelpreis 1987
e Statistische Physik: speziell zur Bestimmung kritischer Exponenten, Kap. 14.2
e Quantenfeldtheorie

Betrachte ein-dimensionales Ising-Modell mit Nachste-Nachbar Wechselwirkung

H = —IZO'Z'O'H_l

e Hamiltonian

e Zustandssumme:

Z = Zexp[K(0102+0203+03U4+-")] (47)
mit
K = i o; = +1
kT Tt
Grundidee:

e Driicke die Spinkette von N Spins durch eine mit N/2 Spins aus. Dazu muss
die Kopplung renormiert werden.

e [teriere dies: Sukzessive teilweises Ausfiithrung der Zustandssumme, quanten-
mechisch: Partielle Spurbildung

Im Detail
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Fasse alle geraden Terme fiir ¢ zusammen und fithre die Summation iiber o;
mit ¢ gerade aus

Z — E eK(O'10’2+O’20'3) . eK(O'30'4+0'40'5) .
a;

_ Z [eK(aner) + e*K(UHrUs)} . [eK(Us+U5) + e*K(crerUs)} .

o, i=ungrade
Zentral: Suche neue Kopplung K’ und Funktion f(K), so dass
K(o1+03) + e K(oitos) _ f(K) eK'oros

"Renormieren”

Zur Bestimmung von K’ und f(K), betrachte mogliche Kombinationen von oy
und o3

(01,03) = (1,1) X +e2K =2cosh(2K) = f(K)eX

(01,03) = (=1,—1) " + ¢ =2cosh(2K) = f(K)eK'
(o1,03)=(1,—-1) 2= f(K)e—K:
(01,03) = (=1,1) 2= f(K)e ™™

Multipiziere obere und untere Gleichungen
4cosh(2K) = f*(K)
f(K) = 24y/cosh(2K)

Teile obere durch untere Gleichungen

cosh(2K) = ¢

®

K' = —=log(cosh(2K))

N |

Als Tteration geschrieben, ergibt die Renormierungsgruppengleichung

o1 -
K = > log(cosh(2K 1)
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oder auch

tanh K@ = (tanh K(~1)?
13. week

Fixpunkt K* gegeben durch halbe
Woche

1 15
K* = 5 log(cosh(2K™))

oder
tanh K* = (tanh K*)

Zwei Losungen
tanhK =0 = K =0 entspricht 7' = oo oder I =0

tanh K =1 = K, =00 entspricht T =0

Zentrale Frage:
Fiir welche Anfangsbedingungen wird welcher Fixpunkt durch Iteration er-
reicht?

e Mathematische Losung:

Untersuche Stabilitdt des Fixpunktes

— K@
dK

K*

' d

<1 stabil
> 1 instabil

Interpretation: Stabil: Auslenkung aus Fixpunkt wird weggeddmpft
e Hier:
— K7 ist stabil
— K ist instabil
— Nur, wenn man auf K, i.e. I # 0, T' = 0 startet, bleibt man da

— Fiir alle anderen K@ liduft es auf wechselwirkungsfreies Sytem zu = Es
gibt keinen Phaseniibergang bei endlicher Temperatur
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Graphische Losung

A
T w0
K'(K'(Ko))
Ky K
Ising-Modell in 2 Dimensionen
e Kompliziertere Geometrie
[ [ [ [ [
X X X X
[ 00-4 .0-3 [ [
X XOo X X
(] (] (] (]
01 02
X X X X
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Ein-Teilchen Beitrag zur Zustandssumme:

E :eK(01+02+03+U4)cr — f(K)eK’(0102+0304)+L’(0103+0204)+M’(01020’304)
o
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e Man kann zeigen: M’ < L' < K’. Vernachléssige M’

e Renormierungsgruppengleichungen

K® = ogG@-1* L G-1)
Lo — -7

Induzieren Renormierungsgruppenfluss

e Fixpunkte (K*, L*):

1 1

Cc

e Fixpunkt 1: Anziehender Hochtemperaturfixpunkt
Fixpunkt 2: Anziehender Tieftemperaturfixpunkt fiir K > 0
Fixpunkt 3: Sattelpunkt: Hier scheiden sich die Geister

e Es gibt einen Phaseniibergang
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Lessons learned
e Virial-Entwicklung entwickelt nach Teilchenzahldichte
e 1. Ordnung ergibt van der Waals’sche Gasgleichung

e Molekularfeldndherung ist Selbstkonsistenzbedingung, keine Entwicklung nach
einem Parameter. Benotigt hohe Dichten relativ zur Reichweite der Wechsel-
wirkung & Korrelationsldnge

e Ising Modell als Modell fiir Paramagnetismus®

e Virial-Entwicklung und Molekularfeldndherung haben komplementéare Giiltig-
keitsbereiche

e Renormierungsgruppen-Theorie: Andere Skala, renormiere Wechselwirkung.
Form bleibt identisch. Iteriere, untersuche Fixpunkte & deren Einzugsbereich

14. Wo-
che

14 Phaseniibergange

14.1 Klassifikation von Phaseniibergangen

Ordnungsparameter

e Makroskopische Grofse mit

v=0 firT>T,
v>0 firT<T.

e Fliissigkeit/Gas: Dichtedifferenz Ap = p,q — Phiissig
e 2D Ising-Modell: Magnetisierung m

e Bose-Einstein Kondensation: Anzahl Ny Teilchen im Grundzustand
Thermodynamische Potentiale sind am Phaseniibergang stetig, aber nicht analytisch

e Phaseniibergang 1. Ordnung
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Diskontinuierlicher Phaseniibergang

Thermodynamische Potentiale stetig, aber nicht differenzierbar

— Es gibt latente Wirme?

Ordnungsparameter zeigt eine Sprung

Beispiel: Fliissigkeit/Gas
e Phaseniibergang hoherer Ordnung

— Kontinuierlicher Phaseniibergang
— Thermodynamische Potentiale mindestens einmal differenzierbar

— Erst hohere Ableitungen existieren nicht, erinnere Bose-Einstein Konden-
sation

Cv A

T.

HV

x Cy(T) = %Y ist stetig
* %CU(T) ist nicht stetig

— keine latente Wirme!©

— Ordnungsparameter ist stetig
Beispiele:
x Ising-Modell in 2 D

* Bose-Einstein Kondensation

9Wir frieren, wenn wir aus dem Wasser kommen
OWir frieren nicht, wenn wir aus dem Bore-Einstein Kondensat kommen
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14.2 Skalierungen
Betrachte kontinuierliche Phaseniibergénge, Beispiel Ising-Modell in 2D

e Charakteristische Grofen zeigen am Phaseniibergang Potenzverhalten mit

kritischen Exponenten:
T —T.\" _ o
T. B

e Ordnungsparameter, hier Magnetisierung m.
Fir T < T

1 1
m|g_g X t|®  Mean-Field Naherung: § = 2 exakt: § = 3

e Analog zu Gl. (39), Kap. 10.6 Fluktuationen

oU

95 = =B~ (B)) =~}

folgt fiir Suszeptibilitat

v=220 2 L () - ) o o2,

" 0B|,, kT
und damit Fluktuationen des Ordnungsparameters :
X « [t|77  Mean-Field: v = 1, exakt: v = Z_Z
e Kovarianzfunktion G(|7; — 7;|) = G(r), hier:
G(r) = (oi0;) — (0:)(0;)

Nicht am kritischen Punkt:

G(r) < e ™%, ¢: Korrelationslinge

Am kritischen Punkt divergiert &:
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1
€lg_g x [t|7”  Mean-Field: v = 3 exakt: v =1

und es gilt

e [iir Genielier:

— Dies bedeuted Skaleninvarianz

G(r) = e, Glar) = ¢, aber G(r) = 5, Glar) = %

rb’
— Deswegen funktioniert Renormierungsgruppentheorie
e Kritische Exponenten héngen nur ab von

— Dimension des Ordnungsparameters
— Symmetrien des Hamiltonians

— Dimension D des Raumes
Ironie der Geschichte: Erinnere urspriingliches Ziel der Statistischen Physik :-)

e Systeme mit gleichen kritischen Exponenten sind in der selben
Universalitatsklasse

e Kritische Exponenten sind nicht unabhéngig

= a+28+7y
vy = v(2-n)
vD = 2—«

14.3 Landau-Theorie

Basiert auf
e Ordnungsparameter
e Symmetrien des Systems

e keiner mikroskopischen Information
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In der Néhe des kritischen Punktes

e 1 ist klein, da stetig und jenseits 0

e Entwickele in v unter Beriicksichtigung der Symmetrie
Beispiel Ising Modell

e Ordnungsparameter: Magnetisierung ) = m

e Entwickele freie Energie F/(T,m) bis 4. Ordnung

e /y-Symmetrie: m <> —m

1
F(T,m) = Fy(T) + a(T)m? + §b(T)m4, y* Theorie

e Phaseniibergang, wenn a(7") Vorzeichen wechselt

EA

a(T)>0

N o

e a(T) > 0: Einziges Minimum bei m = 0: paramagnetisch
e a(T) < 0: Zwei Minima bei £m # 0: ferromagnetisch

e a(7T.) =0 und
o(T) ~ d(T)(T ~T.)
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e H(T)>0
Um Te: b(T) ~ b(T.) = b
Bestimmung der Magnetisierung;:
e Differenziere Gl. (48) und setze Ableitung gleich 0:

|
0 = 2a(T)m + 2bm?
a(T) = —2bm?

Damit

m(T) o £, =3
wie in der Mean-Field Approximation, gilt allgemein
e Ohne jede mikroskopische Information !
Spontane Symmetriebrechung :
e Symmetrie im Grundzustand ist kleiner als Symmetrie des Hamiltonian
e Tiefer Zusammenhang zwischen Statistischer Physik und Quantenfeldtheorie

e Von hier ist es nicht mehr weit zum Higgs-Boson

Lessons learned
e Phaseniibergénge unterscheiden sich nach Analytizitét
e Charakteristische Grofen zeigen am kritischen Punkt Skalierungsverhalten

e Landau’s 1)* Theorie: Skalierung nur auf Grund von Symmetrien und Dimen-
sion des Ordnungsparameters, keine mikroskopischen Details

14. week
halbe
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