Theoretische Physik IV: Statistische Physik
(Vorlesung Prof. Dr. J. Timmer, WS 2017/18)

Aufgabenzettel Nr. 12

Abgabe am Freitag, den 19.1.18 nach der Vorlesung. Bitte mehrere Blédtter zusammentackern und
mit Gruppennummer, Name des Tutors und Threm Namen deutlich lesbar beschriften.

Aufgabe 1: Ultrarelativistisches Gas (5 Pkt.)

Das ultrarelativistische Gas zeichnet sich dadurch aus, dass die Ruheenergie eines Teilchens gegeniiber
seiner kinetischen Energie vernachlassigbar ist. Daraus ergibt sich fiir die Hamiltonfunktion

N
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mit den relativistischen Teilchenimpulsen p; und der Lichtgeschwindigkeit c.

N
i.) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme durch Z(T,V,N) = 35 [87TV (%)3} gegeben
ist. Hinweis: [;° x*¢~*dx = 2. (3 Pkt.)

ii.) Bestimmen Sie den Druck p(T,V, N) und zeigen Sie, dass die ideale Gasgleichung pV = NkT
auch fiir das ultrarelativistische Gas gilt. (1 Pkt.)

iii.) Berechnen Sie die innere Energie U(T,V, N) und damit die kalorische Zustandsgleichung des
ultrarelativistischen Gases. (1 Pkt.)

Aufgabe 2: Rotationsfreiheitsgrade des Molekiilgases (4 Pkt.)

In der Vorlesung wurde fiir ein ideales Gas aus Molekiilen gezeigt, dass die Zustandssumme Z =

ZiransZvib Zrot Zel I einen Translations-, Vibrations-, Rotations- sowie einen Anteil der Elektronen-

anregung faktorisiert. Der Rotationsanteil ist Zyot(T, N) = 2pot (T) mit
o0

Zrot = Z(?J—i— 1)6_6
J=0

h2J(J+1)
27 .

i.) Berechnen Sie den Rotationsbeitrag Fyot(7T, N) zur Gesamtenergie und den Beitrag Cyot zur
2
Gesamtwirmekapazitdt im Limes kleiner Temperaturen T < Ty = E—B Hinweis: Taylor-

Tk
Entwicklung. (3 Pkt.)

ii.) Skizzieren Sie den Temperaturverlauf von Cio fiir T' < Tyoy und T > Tor und argumentieren
Sie hierbei mit dem Gleichverteilungssatz. (1 Pkt.)

Aufgabe 3: Spin—%-Teilchen im Magnetfeld (11 Pkt.)

Ein System bestehe aus N Dipolen, im folgenden als Spin—%—Teilchen beschrieben, die sich in einem
Magnetfeld B = Bé, befinden. Gehen Sie zuniichst von nicht wechselwirkenden Teilchen aus, womit

der Hamiltonoperator durch

gegeben ist. Dabei ist das magnetische Moment 17; = pp&® durch das Bohr’sche Mageton pp und
die Pauli-Matrizen & = (0., 0y, 0,) ausgedriickt.
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i.) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme durch Z(T,N) = (2cosh(BugsB))" gegeben
ist. Geben Sie zudem F(T, N), S(T,N) und E(T, N) an. Welche Ausdriicke fiir Z, F', S und F
ergeben sich fiir die Grenzfille ugB/kpT < 1 und ppB/kgT > 17 (3 Pkt.)

ii.) Bestimmen Sie die Magnetisierung M = —g—g und die isotherme, magnetische Suszeptibilitit
X(T, B) = %, Verifizieren Sie das Curie-Gesetz x(T, B = 0)  =. Zeigen Sie zudem, dass sich

die Magnetisierung auch durch M = up Zf:1<a§“> ausdriicken ldsst. (3 Pkt.)

Gehen Sie nun von einem wechselwirkenden System mit

N/2
H=H,+ JZ 0£2k—1)0£2k)
k=1

aus, wobei J eine Konstante ist. Nehmen Sie an, dass N gerade ist.

iii.) Zeigen Sie, dass Z(T,N) = (2cosh(2BupB)e "’ + 26’8‘])N/2 gilt. Uberlegen Sie sich hierzu
zunéchst, dass das System aus Spinpaaren besteht, die nicht miteinander wechselwirken und
bestimmen Sie den Hamiltonoperator eines Spinpaares. (2 Pkt.)

iv.) Bestimmen Sie F(T, N) und M (T, B). (1 Pkt.)

v.) Bestimmen Sie die magnetische Suszeptibilitit x (7T, B). Geben Sie den Limes fir B — 0 an
und bestimmen Sie x(7',0) sowohl fiir hohe als auch niedrige Temperaturen im Vergleich zur
Kopplungskonstanten J (d.h. J < kgT und J > kpT'). Hinweis: Diskutieren Sie die Grenzfille
separat fir J =0, J >0 und J < 0. (2 Pkt.)

Miinsteraufgabe

Am westlichen Eingangsportal sind geometrische Figuren in den Stein geritzt. Was bedeuten diese?
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